Exercice A.2.4 :
(vii) On rappelle que n! est le factoriel de n et correspond au produit des n premiers entiers ( en

commengant par 1 biensur) :
nl=1x2x3x---xn.

On réécrit alors u, comme un produit de n fractions :

n—1 n
X —.
n n

1xX2x3x---Xn 1 2 3
Up = = — X — X — X +++ X
NXnNXnX:---+Xn n n n

On remarque alors que les numérateurs sont toujours inférieurs ou égaux au dénominateurs
puisqu’il s’agit des entiers plus petit que n. On a donc

1 2 3 n—1 n
Uy = — X — X — X +-+ X X —
n n o n n n

<1

On conclut avec le théoréeme des gendarmes : comme Vn > 1,0 < u, < %, on a

1
- =0 = u, = 0
n —oo —00

(viii) On procede comme au (vi). On réécrit u, comme un produit de n fractions :

2 2
X —.
n

2m 2X2X2X %2 2 2
Uy = — = = - X = X
n! I1X2X3X---Xn 1 2

X...X

Wil N
S
|
—_

Exceptée la premiere fraction, les dénominateurs sont toujours supérieurs ou égaux au numénateurs
puisqu’il s’agit des entiers compris entre 2 et n. On a donc
2 2

Xi
n—1 n

2
Up = — X

1

NN

2
X — X o0 X
3

<1

On conclut avec le théoréeme des gendarmes : comme Vn > 1,0 < u, < %, on a

4
- =0 = wu, — 0.
n —oo —00

(ix) Il s’agit du produit des deux précédentes suites :

2n n! 2n

Uy, = — X —.
n* n* ol

D’apres les opérations sur les limites des suites convergentes, on en déduit que uw,, — 0.
n—oo
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Exercice A.2.5 : Soit (uy,) la suite définie pour n > 0 par

IUQ

uO=1
U1:0
unzl—% sin > 2 est pair

o 1 . . .
up =1— =5 sin >3 est impair.

3 2
uz =0, ug =3, us = 3.

2. On pose A = {uy, n € N}. Montrons que sup A = 1.

(i)

(i)

On auy=wu; =0 <1. Pour n > 2 pair, on a
1 1 1
—>0=>——<0=>uy,=1—=-<1.
n n n
Pour n > 3 impair, on a
1 1
>0:>77<0:>un—1—7<1

n—2 n—2 —2
Finalement, Vn € N, u, < 1, donc 1 est un majorant de A.

Il reste a montrer que c’est le plus petit des majorants. Soit ¢ < 1. On montre que le réel ¢
ne peut pas étre un majorant de A. On cherche alors un terme de la suite (u,,) supérieur a t.
Limitons nous aux termes d’indices pairs.

1 1

1
t < St<l—-—©t-1<—& —— < p.
2p % o 2t—1) P

La fonction partie entiere fournit le plus petit entier satisfaisant cette inégalité : p = E ( 56T ) + 1,

ﬁ) + 1]. On a montré

Vt>1,§|n:2[E(ﬁ)+l]6N,t<un.

puis on pose n = 2[E(

Conclusion : sup A = 1.
3. On veut montrer que h_)m u, = 1, a I’aide de la définition avec quantificateurs.
n o0
but :Ve>0,INeN,VneN, (n >N = |u, — 1| < ¢).
preuve : On fixe € > 0. On résoud |u, — 1| < ¢ en distinguant les cas n > 2 pair et n > 3 impair.
On commence avec n > 2 pair : |u, — 1| = 1, donc

1 1
lup — 1l <e&s —<esn>-—.
n 5

Posons, Ny = E(2) + 1.
Dans le cas n > 3 impair : |u,, — 1| = ﬁ, donc
1 1
lup — 1| <ee ——<een>-+2.

n—2 €
Posons, Ny = E(% +2)+ 1.
conclusion : Pour tout € > 0, 3N = max(N1,N2) e N,Vn e N, (n > N = |u, — 1| < ¢).
4. On procede par l'absurde. On suppose que la suite (u,) est croissante a partir d’un certain
rang ce qui se traduit par :
hypothése : AN e NNVn e N, (n > N = up < tUptq)-
Par conséquent, si on choisit n > N pair alors n 4+ 1 est impair et on a

1
Up < Upgp1 => 1 — — <1 —
n n—

1:>n<n—1:>0<—1 (absurde) .

conclusion : Non, la suite n’est pas croissante a partir d’un certain rang.
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Exercice A.2.7 - Question 3 :

2+ 1

Soit f : R — R l'application définie par f(z) =

définies par le choix arbitraire de ug € [0, +00] et de terme général défini par la relation u, 41 = f(uy).

. Nous allons étudier les suites récurrentes

(a) Comme indiqué en cours, commencez par rechercher les limites possibles d’une telle suite en
résolvant I’équation

0 =t
On a
241

fla)=z & :l‘<:>:L‘2+1:21‘<:>:E2—2ZE—|—1:0<:>($—1)2:0<:>.

La fonction admet donc un seul point fixe. On sait donc que si la suite (u,) converge alors sa
seule limite possible est ¢ = 1.

Pour la représentation graphique, on construit les premiers termes de plusieurs suites en choisissant
ug de part et d’autres de la valeur £ = 1. Sur le schéma ci-dessous, on a choisi ug = 0 puis ug = 2.

S@=mmmm——-

|
T
1 3 2 4y xTr

Ceci fait, conjecturons tous les comportements possibles dans I’hypothese o1 ug > 0 :
(i) Siwug € [0, 1], alors la suite (u,) est croissante et majorée par 1.
(ii) Siwup =1 alors la suite u, est constante.
(iii) Si wg > 1, alors la suite (u,) est croissante et n’est pas majorée. Elle diverge vers +oc.
(b) Démonstrations des conjectures :
(i) Hypothese : uy € [0,1].
e On montre par récurrence que Vn € N, 0 < wu, < 1
Initialisation & n = 0 : il s’agit de 'hypothese sur wug.

u%+1 .

Hérédité : Soit n > 0 tel que 0 < u, < 1. On encadre pas a pas Upr1 = s

u2 +1

5 <1é0§un+1<1

1
Ogun<1é0§u%<1é2§u%+l<2é§S
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Conclusion : L’initialisation et I'hérédité sont satisfaites donc Vn € N, 0 < u,, < 1.
e On montrer que la suite (u,) est croissante.

Up+1 — Un =

e La suite (u,) est croissante et majorée par 1. On conclut donc que (uy) converge. Comme sa

limite ¢ doit étre un point fixe de f, on en déduit que u, = {=1.
n o0

(ii) Hypothese : up = 1.
e On montre par récurrence sur n > 0 que la suite (u,) est constante.
Initialisation a n = 0 : il s’agit de I’hypothese sur wug.
Hérédité : Soit n > 0 tel que u,, = 1. On calcule alors u,+1 = f(u,) = f(1) = 1.
Conclusion : L’initialisation et I’hérédité sont satisfaites donc Vn € N, u,, = 1.
e Toute suite constante converge. Sa limite est £ = ug = 1.
(iii) Hypothese : ug € |1, +o0].
e On sait que la suite (u,) est croissante. En effet, ’étude du signe de u, 41 — uy, effectué plus
haut reste valable.
e On montre par absurde que la suite diverge. (Pas facile & trouver soi-méme mais la technique
doit étre mémorisée pour le final).
démonstration : Supposons que (u,) converge. On sait alors que la suite converge vers £ = 1 car

c’est la seule limite possible. D’apres le cours proposition 3.1.4, onsait que|Vn € N, u, </ =1|

Or, par hypotheése on a uy > 1 (supérieur stricte). Ceci est contradictoire avec la phrase encadrée
pour n = 0.
La phrase “1 < ug < 1”7 est absurde.

La négation de “(u,) converge ”

vraie.

mene & une absurdité donc la proposition “(u,) diverge” est

e On montre par 'absurde que la suite tend vers +oo. (Pas facile a trouver soi-méme mais la
technique doit étre mémorisée pour le final).
démonstration : On suppose que la suite (u,) ne tend pas vers +oo. On prend la négation de

VAeR, AN eN, VneN, (n>N = u, > A). (definition 3.1.2)

Cela donne
JAeR,VYNeN, dneN, n> N et u, < A.

Comme la suite est croissante, on a n > N = uy < u, donc la phrase devient

|JAE€R,YN e N,uy < A|

On peut alors en déduire que (u,) est majorée.

Or, si (uy,) est majorée et croissante, le cours affirme que (u,) converge. Ce qui est absurde car
(up) diverge.

La négation de “(u,) tend vers +oo’
+00” est vraie.

)

mene a une absurdité donc la proposition “(u,) tend vers
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Exercice A.2.9 : Soit f :]0,+oo[ — R définie par f(z) = L(z + 2) avec a > 0.
1. Nous n’avons pas besoin d’étudier les variations de f.

Soit z # 0, on a f(z) —z = %“;—362

r>vVa=sr>0eta—1<0=f(z)—2<0=> f(z)<z.
(z—/a)

2
On a aussi f(z) —+va = %x2_2xﬁ+a = donc

1
T -2
r>Va=(r—+va>0etz>0)= f(z)—va>0= f(z) > Va.

conclusion : Pour tout z > /a, on a v/a < f(x) < .
2. On considere la suite (u,) définie pour n € N* par

up > a et Unt1 = fup) .

Montrons que (u,) est décroissante et minorée par /a.
(i) Montrons par récurrence que Vn € N*, u,, > /a.
Initialisation : par définition de la suite (u,), on a u; > /a.
Hérédité : D’apres la question 1. u, > va = f(up) > va = upt1 > Va.
Conclusion : Vn € N*, u,, > /a.
(ii) D’apres la question 1., puisque x > y/a = f(z) < x on a

Un+1 — Un = f(un) —up <0,
donc (uy) est décroissante.
(iii) La suite (uy) est décroissante et minorée donc elle converge vers une limite ¢ = inf{u,, n €
N*} > /a. Sachant que (u,, — ¢ = upy1 — £), on en déduit que ¢ vérifie I’égalité suivante
(d’apres les opérations sur les limites)

éz%(€+%>:>€2:a:>€:\/6.

3. On pose &, = u,, — +/a. Alors
1 (uy, — a)? g2
En-i-lzun-i-l_\/a:f(un)_\/a:Z(nuﬂ:2;-
n n

1 1 g2 g2
Up > Vo= — < —== 2 <1

u,  Va o 2u,  2Va’

4. On pose b = 2y/a. Montrons par récurrence que Vn € N, g,11 < b (%1)2”.

Initialisation : pour n =0on aepy; =€1 et b (%)2 =£1.
el . e\ 2" €2, p2 [reg\2"]2 £\ 27 X2
Hérédité : Soit n € N. Alors €,41 < b(?) = epto < /a < a (?) = b(?) =
13
b(%)

Conclusion : Vn € N, g,41 < b ().

2n+1

: o _7 _ 97 _ 18817 __ 708156977
5. On peut ca\l;uler les premiers termes : uy = 2, ug = , u3 = 55, U4 = 75551 €0 Us = JogernTG -
g1 _ 2—+/3 1
Ona g = 23 < 107 donc

1 2v/3 -16
U5—\/§=65§2\/§107=W§4.10 .

Le nombre rationnel us est une approximation & 16 chiffres apres la virgule du nombre irrationnel v/3.
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