MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Fonction cosinus :

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = cos x.
La fonction f est infiniment continiment dérivable (de classe €%).
On peut donc appliquer la formule de Taylor-Young a tout ordre n € Nen a = 0.

Ainsi il existe une fonction ¢ telle que Vx € R,
" (3) (n)
() =f(0) +f'(0)x + fzﬂxz + 1(37,(0))63 +o 4 fﬂﬁx” + x"e(x), avec e(x) =, 0.
! ! ! =

OrvkeN, fCH(x) = (—1)kcosx = fEO0) = (—1Dket
VkeN, fE+D(x) = (=Dktlsiny = f&+D(0) = 0.

ordre 2: cosx =1 — ‘72 + xe(x)

2
ordre 3: cosx = 1 — % 4 x’¢g(x)

. 2 <4 4
ordre 4: cosx = 1 — %5 + §7 +x"e(x)
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MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Fonction sinus :

Soit f 1a fonction définie sur R par f(x) = sinx.
La fonction f est infiniment continiiment dérivable (de classe ™).
On peut donc appliquer la formule de Taylor-Young & tout ordre n € Nena = 0.

Ainsi il existe une fonction ¢ telle que Vx € R,
" ) ()
f(x) = £(0) + f/(0)x + f—z(!o)x2 + fiy(o) Ot '/7n!(0)x" + x"e(x), avec e(x) e 0.

OrvVkeN, fGO(x) = (=Dksinx = fEI0)=0et
VkeN, fE+D () = (—=1)kcosx = fE+D0) = (—1)k

ordre 2 : sinx = x + x’e(x)

ordre 3 : sinx = x — ¢ + XPe(x)

3
ordre 4 : sinx =x — & + xte(x)
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MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Fonction inverse :
1

Soit f la fonction définie sur / =] — oo, 1[ par f(x) = =.
La fonction f est infiniment continiment dérivable (de classe €%).
On peut donc appliquer la formule de Taylor-Young & tout ordren € Nena =0 € [.

Ainsi il existe une fonction ¢ telle que Vx < 1,

n!

Fx) =£(0) + £ (0)x + fuzﬁxz + @f +F f(”)(o)x" + x"e(x), avec (x) = 0.

v _ 1 1 2 (3) — 6 (k) — k!
Or, f,(x) _ 007 = f,,(x) = o L W= = g
ro) =1 110y =2 ) =0=3 1) =1

et

1

] =1 4+x+a 42+ e (x)
—x
1

NB : par changement de variable t = —x,onaVt > —1, 1o L=t 47— (=" + (1)
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MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Fonction puissance (puissance non entiére) :

Soit f la fonction définie sur I =] — 1, +oo[ par f(x) = (I 4+ x)* avec o € R\N.
La fonction f est infiniment continiment dérivable (de classe €%).
On peut donc appliquer la formule de Taylor-Young & tout ordren € Nena =0 € [.

Ainsi il existe une fonction € telle que Vx > —1,

f(x) =£(0) + f'(0)x + f—uz(!o)x2 + LB;!(O) Ot £ i,(o)x" + x"e(x), avec e(x) o 0.
Or,
{fj(;) = a(l +x)*7! {fx(x) =a(e—D+0*72 {f(k)(x) =ala—1)--(a—k+ 1)1 +x)>7F
710) = a £7(0) = efa — 1) RO =ala=1 - (a—k+1)
et

(I1+x0)*=14+ax+

sz I wxﬂ + x'e(x)

Exemple classique : f(x) = /1 +x= (1 + x)% alordre 3ena = 0.

u\._.
[

Vr>—1, VT+x=1+lx+

:1+%x7

22y +Pe(x)

I

X x2+1>< X
2

X +% + xPe(x).

o] —
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On dit que la fonction f (ou que f(x)) est un infiniment petit au voisinage de a si | lim f(x) = 0 |
X—a

Remarque : si f est définie et continue en a, alors la condition devient | f(a) = 0 |.

Exemples : ¢ Soit f(x) = (x — a)". Alors f est un inf' petit au vois. de a < J%1_{1}1 fx)=0&nz=1.
e Soit f(x) =In(1 +x)eta =0. Alors ...

e Soit f(x) = I_C%‘ eta=0.Alors...

o Soit f(x) = xsin(1) eta = 0. Alors ...

* Soit f(x) = cosxeta = 7. Alors...
e Soit f(x) = e*eta # 0. Alors . ...

Remarque : La définition s’étend au voisinage de F-co.
Exemple : o Soit f(x) = ¢" en —c0. Alors . . .

«40» «F)»r « =) 4« Q>

>



Soit f un infiniment petit au voisinage de a telle que 3p € N*,
fx) =l(x —a) + (x —a)Pe(x —a) avece(h) = 0.

—0

On dit que f(x) est d’ordre p € N*. Le terme £(x — a)” est appelé partie principale de inf' petit f(x) au

vois. de a. On dit que f (x) est équivalent a sa partie principale au vois. de a, autrement dit :

lim 8 .
x—a { (x — a)P

Exemple 1 : Soit f(x) = 1 — cos(2x) au vois. de a = 0.

Exemple 2 : Soit f(x) = x(Inx)?eta = 1.
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