MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Lire le paragraphe 7.1.5

Conventions compatibles avec la relation de Chasles :

Intégrale et primitive d’une fonction continue

Theorem (admis)

© Soita,b € R avec a < b. Toute fonction continue sur [a, b] est intégrable sur [a, D].

J f(t)dt

© Sif est bornée et continue par morceau sur [a, b), cad continue sauf en un nombre fini de points ol

elle admet une limite a droite et une limite a gauche, alors f est intégrable sur [a, b).

Exemple de fonction bornée continue par morceau :
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Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a € 1. On définit| F(x) = I f(2)dt | pour tout x € 1. Alors
a

F est dérivable sur I etNx € 1, F'(x) = f(x). On dit que F est la primitive de [ qui s’annule en a.

NB : f continue = F est de classe €.

preuve : On étudie le taux d’accroissement de F en chaque point x € /.

Flx+h) = f ey dr = ff(t) di+ r’h Py di = F(x) + _r-'-hf(t) i = | Fat=FG) 1 f ey
(50

(h<0).
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MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Corollary (forme générale des primitives)
Toute fonction continue sur un intervalle I admet une infinité de primitives. Etant donnée une primitive
particuliére F de f, la forme générale des primitives est G(x) := jf(x) dx=F(x)+C CeR.

Deux primitives de f définies sur le méme intervalle I différent d’une constante.

preuve : On pose H(x) = G(x) — F(x)surI.OnaVx € I, H' (x) = f(x) — f(x) = 0 donc H est constante
sur /.

Calcul intégral : Soit (a,b) € I?. Connaissant G une primitive de f définie sur I, en pratique, on effectue le
calcul intégral en écrivant
b b
fydi = [6()] = G(b) - 6(a).
a a
b
A Ne pas confondre : le réel J

f(¢) dt, appelé intégrale de f sur [a, b], avec la fonction J’ f(x) dx, appelée
forme générale des primitives de f(.‘

Exemples. Donner la forme générale des primitives de x > e® %, cos(ax + b), sin(ax + b), m, nz= 1
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Soit f une fonction continue sur un intervalle I admettant un DL a I’ordre n en a € I, cad
fla+h) =g+ ath+ ash® + -+ + ayh + h'e(h),
Alors f admet une primitive F définie et dérivable sur I. De plus, F admet un DL a I’ordre n + 1 en a, cad
Fla+h) = F(a) + aoh + SR + 213 + -« + Sopmtl 4 prHIE(n),

Exemple : Déterminer le DL de Arctan x a I’ordre 5 au voisinage de a = 0.

2,0

"X
Exemple : Déterminer le DL de F(x) = j

1 Sl — —
g dtalordren =5ena = 0.
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