Application au calcul de limites :

On remplace la fonction par sa partie principale pour lever 1’indétermination de type (g)
Exemple 1. Déterminer la limite de

In(1 + x?)
1+x

uand x — 0.

1 2
Exemple 2. Déterminer la limite de H(In) quand x — 1.
B—x2—x+1
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MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

1V Développement limité

Definition

Soit 2 un intervalle ouvert contenant a et f une fonction définie sur Q\{a}.
On dit que f admet un développement limité a ’ordre n € N en « s’il existe oy, . . . , @y € R, tels que

Vx=a+heQ, f)=ar+o(x—a)+ -+ a(x—a)' + (x—a)’e(x — a)
oubien f(a+h)=ay+ ajh+---+ ouh" + h'e(h) ete(h) = 0.

Exemple 1 : Soit f(x) = “xﬂ sur R\{0}.

Exemple 2 : Tout fonction de classe ¢ sur un intervalle / avec a € I admet un DL a I’ordre n en a.
11 s’agit du développement de Taylor-Young :

@) =f@) +f(a)(x—a)+ -+

(M (g
! '( ) (x—a)"+ (x—a)'e(x — a).

n

AL& réciproque est fausse !
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ALa réciproque est fausse pourn = 2!

Contre-exemple : Soit f la fonction définie par f(x) = {

Xt

sin 1
X

six+0
* 0
1. La fonction f admet un DL a ’ordre 2et3ena = 0:

six =0

2. La fonction f n’est pas de classe €2 sur I = R (avec a = 0 € I) : voir TP7

Le développement limité de f a I’ordre n € N en a, lorsqu’il existe, est unique. J
«0>» «F»r «=»r < > Q>
 Responsable: Frédérique Le Lowér 36




MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Theorem (opérations sur les DLs)

Soient f et g deux fonctions admettant un DL d’ordre n € N en a. On note P, (x — a) et Qn(x — a) leur partie
régulieres respectives.

O Si )\ eR alors (Xf) admet un DL d’ordre n € N en a de partie réguliere AP, (x — a).

@ La somme (f + g) admet un DL d’ordre n € N en a de partie réguliere Pp(x — a) + Qn(x — a).

© Le produit (fg) admet un DL d’ordre n € N en a de partie réguliére P,(x — a) x Qn(x — a) tronquée a
la puissance n.

Exemples : Soit f(x) = xcosx et g(x) = 1 —3sinx. Déterminer les DLs d’ordre 3 en 0 de (f + g) et (fg).
o flx) =
o 8 =
o f(x) +g(x) =
A Le degré de la partie réguliere de (f + g) <n =3

o (f(x)glx) =
A On tronque la partie réguliere de (fg) a 'ordre n = 3
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Division selon les puissances croissantes d’un polynome A par un polynéme B
La valuation d’un polyndme rangé selon les puissances croissantes est le degré du premier terme non nul.
(c’est-a-dire la plus petite puissance parmi les mondmes de P;).
On suppose que B(0) = 0. Alors

Vn € N, 3(Qn,Rn), 2 polyndmes tels que
Exemple de calcul.

A =BQ, + R,

ol { degOn <n
Soit A(x) = 3 + 2x — 6x% et B(x) = 1 — 2.

valR, 2 n+1
34 2x—6x7
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Division selon les puissances croissantes d’un polynome A par un polynéme B
La valuation d’un polyndme rangé selon les puissances croissantes est le degré du premier terme non nul.
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valR, 2 n+1
34 2x—6x7

1—x°
—3(1 — 4%)

Ry = 2x—3x*
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Division selon les puissances croissantes d’un polynome A par un polynéme B
La valuation d’un polyndme rangé selon les puissances croissantes est le degré du premier terme non nul.
(c’est-a-dire la plus petite puissance parmi les mondmes de P;).
On suppose que B(0) = 0. Alors

Vn € N, 3(Qn,Rn), 2 polyndmes tels que
Exemple de calcul.

A =BQ, + R,

ol { degOn <n
Soit A(x) = 3 + 2x — 6x% et B(x) = 1 — 2.

valR, 2 n+1
34 2x—6x7

1—
—3(1 — 4%)
Ry = 2x—3x* 3+
2 Q
—2x(1 —x7) , N
R, = —3x2+2x
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MTO2 - Fonctions d’une variable réelle

Division selon les puissances croissantes d’un polynome A par un polynéme B

Definition (valuation)

La valuation d’un polynome rangé selon les puissances croissantes est le degré du premier terme non nul.
(c’est-a-dire la plus petite puissance parmi les mondmes de P;).

On suppose que B(0) # 0. Alors

degQn < n

Vn €N, 3(Qn, Rn), 2 polyndmes telsque A = BQ,+ R, ou { valRy > n+ 1

Exemple de calcul.  Soit A(x) = 3 + 2x — 6x% et B(x) = 1 — x%.

34 2x—6x2 1—x
—3(1 — %) 5
Ry = 2x—3x2 3 + 2x — 3x
—2x(1 — %) %
Ry = —3x7424° 0
—_—t T - '
—(=37)(1-2)
2 — 3t

OnaA=QyB+Ry=Q0B+R; = =...
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Soient f et g deux fonctions admettant un DL d’ordre n en a, cad

f(x) =A(x—a) + (x—a)"ei(x —a) et g(x) = Bu(x —a) + (x — a)"er(x — a) avec €;(h) = 0.
On suppose que B,(0) % 0. Soit (Qn, Ry) le résultat de la division selon les puissances croissantes de A, par
B,,. Alors le quotient é admet un DL d’ordre n en a dont la partie réguliére est Qn(x — a).

A On effectue la division de A, (h) par B,(h) pour la variable h = x — a.

Exemple. Déterminer le DL a ’ordre 2 ena = 0 de

lI4cosx”
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