Chapitre 4. Exercice A.2.3
Va2 + 1 (1:24—1)% x(wQH)% (l"‘i)%

_ _ 3 _ \z x3
z+1 z+1 z(1+ 1) 1+ 1
. 1,1 _ : . 3/1 1 _
xgrfoog—l—x—s =0 et z — J/x est continue en 0 doncxll)rfoo \/; t=3=0.
. 1 o , . .. . v 22 +1 0
lim 1+ - =1 donc en utilisant les opérations sur les limites, on trouve lim ———— =3 =0.
r—+00 z—+oo x4+ 1
1
2. Montrer que Ve = .
v+ e +T 1 1
On en déduit que lim VT =1.
r—r+00
Ve+yz+Ve
3. En posant a = /1 +xz = (1+ w)%, montrer que pour  # 0 c-a-d a # 1 on a
Vitz—-1 a*—-1 (a—1)(a*+a+1) a*+a+1
N+z—-1 a2-1 (a=1(a+1) — a+1
2
1 3 V1 -1
Ensuite, on utilise la composition de limites : lim a = 1 et lim ertatl s donc lim vitz-2_
20 a=l  a+1 2 =0 1+ —1
3
2’ .
4. On écrit a: - = —,
2 +sinx g+ snz
: x
En cours ils ont vu que lim *7* = 1.Grace aux opérations sur les limites, on trouve lim ————— =1L
z—0 z—=0x —|—251nx
1 1 1 — cos 1 —cosz)(1+ cos si
5. Calculer pour = # 0, — — = - - ( - z){1 + cos) = = e =
sinx  tanx sin x sinz(1 + cosx) sinz(1 + cosx)
sinz - Y ) ; i 1 1 0
——— . La forme ainsi obtenue n’est plus indéterminée. On obtient lim — — =-=0.
(14 cosz) z—0sinz  tanx 2
6. Calculor (1 — cos :L’Q) sinz (1-— cos.x) cos? x _ (1-— czos x) « - ot |
T tan“x Tsinx T sinx
) . (1 —-cosx) 1 . .
On a montré en cours que lim ———— = =, lim — = 1 et x — cosx est continue en 0 et
z—0 T 2" z—0sinx

cos(0 = 1. ) ) )
. . . . —cosx)sinz
D’aprés les opérations sur les limits, on en déduit que lim ( ) =

) -0  xtan’w 2
AUTRE POSSIBILITE :

9 1—cos’x (1 —cosx)sinz (1 —cosz)cos’z sinx cos? x
Sachant que tan®x = ——————, calculer 5 5 X =
) cos® rtan®x 1—cos“x x 1+ cosx
sin
x

) . sinz . . (1 —cosx)sinx 1
On a montré en cours que lim —— =1 et cos est continue en 0 donc lim 3 =—.
=0 T z—0 rtan®x 2

Frédérique Le Louér 1



Chapitre 4. Exercice A.2.4

1 n—1
2. Montrons par récurrence sur n € N, que lim % =n.
x—>00 xT 0
1 -1 1-1 1 —1
Initialisation : pour n = 0,onaVx # 0, (1+2) = = 0. Par conséquent, lim % =
0 T T z—0 T
' 1 n_q
Hérédité : On suppose que pour n > 0 fixé, on a hII(l) & = n. Alors,
T— x
14 z)" -1 1+2)1+2)" -1 1+z)"+2(1+2)" -1 1+z)"—1
(Ltay™ =1 (ta)(e) =1 (e se(ea) =1 (o ()1
T T T T
s T . ) o . (IT42)mtt -1
D’aprés 'hypothese de récurrence et (1 4+ )" — 1, on en déduite que lim ————— =1+ n.
z—0 x—0 x
1 n_1
Conclusion : Vn € N, lim % =n.
z—0 €T

4. On factorise par % dans la racine carrée :

7+ +1—\/+—1—||(\/1+az+x2—\/1+x—x2).

Ensuite on utilise la méthode du conjugué

11 11 1 (Vi+o+22—Vi+z—2)(V1i+z+22+V1+x—22)
Varii-Variteg iterd+vVite 2

1 222

T lelVitztr 2+ Vitr 22

Onasiz<0

\/1+1+1 \/1+1 1=— 2 — 0
z? x z? Vitz+a?2+V1+z—a? 20"

et si x>0
1 1 2
\/ +1—\/2+—1—+ ° =0
e Vitz+22+V1+x— 22 a0t
. ) . 1 1 1 1
Donc la limite existe et lim ——i— +1-— —+——1—0
x—0 $2 1‘2

6. On factorise par \/x :
N 1 .
\/x +Vz \/1 + % T—400

8. On factorise par e* et on utilise lim e ™* =0:
T—+00

1.

€3x+1 B ex(€2x _|_e—x) _ e2x_|_e—x

= = — )
T2 e(1—2e7)  1-2e7 oo O
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Chapitre 4. Exercice A.2.5
1. Soit £ > 0 tel que f(z) = ¢. Alors

Ve>0, 3 >0, Vz € R\{a} (\x—a!<77:>|f(a:)—€\ <a)
Pour € > 0 fixé, cela se réécrit pour V =|a —n,a + n]
VeeV\{a}, l —e < f(z) <l+e.

Choisissons € = g > 0, ainsi

VeeV\{a}, f(z) > g > 0.

2. Soit £ < 0 tel que f(z) — £. On montre dans ce cas qu'il existe un voisinage de valeur de a sur
r—a

lequel f est stictement négative. Choisissons € = —% > 0, ainsi

Ve e V\{a}, f(x) < g < 0.

3. On ne peut rien conclure. La fonction f(z) = x vérifie f(x) e 0 et
xT—r

Vi >0, El(m: —g,x': g) e V\{a}, f(z) <0et f(z') > 0.
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Chapitre 4. Exercice A.2.7 Soit f la fonction définie par f(z) = ﬁ

]
Pour étudier les limites de f, il est plus pratique de simplifier son expression en fonction du signe de
x. Sachant que || =z si z > 0 et |z] = —z si < 0, on en déduit que

-1 sixz <0

f(‘”):{ SE siz>0.

T

e Le domaine de définition de f est alors Dy = R\{0; 2}.
Etant composée de fonctions usuelles (polynomes) continues, la fonction f est continue sur son domaine
de définition : Vzo € R\{0;2}, lim f(x) = f(zo).
T—T0
Il reste & étudier les limites en xg = 0 et en xy = 2.

e En g = 0, on étudie les limites & gauche et & droite séparément :

lim f(z)=-1 et lim f(z) = 0_ 0.

z—0~ z—0F 2
Les limites a gauche et & droite de x¢g = 0 sont différentes donc f n’admet pas de limite en xg = 0.
eFEnxzyg=2 0na

2 2
R . Ch i

La fonction f n’admet pas de limite en x¢p = 2 non plus.
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1

Enoncé hors poly. Soit f I'application définie et continue sur R par f(z) = Tia7

1. Montrer que V(z,y) € R?, |f(z) — f(y)| < %M -yl

2. Montrer que f(R) =0, 1].

3. Montrer que f et f o f admettent un unique point fixe, o € |0, 1[. (utiliser A.2.12 Q1. et Q2.)

4. Dresser le tableau de signe de g(x) = f o f(x) —

5. Démontrer que la suite définie par ug > 0 et u,4+1 = f(u,) converge vers . (Etudier U2n €t Upt1-)
6. Qu’en est-il si ug <07

1. Soit (z,y) € R% On a

1 r y? — 22

T+a2 1+92  (1+22)(1+¢2)

y+x
(14 22)(1+y?)

f(x) = fly) = =(y—xz) x

e yte
22)(14y?) (1+22)(14+y?)

Il reste a démontrer que }m%ﬁ‘ 7 Supposons (z+y) > 0. Alors | e
et

y+zx 1 2,.2,.2 2 1 2 1 2 2,2
< — o VayrV2e <1+ 4y a0l . 0< (2 —V2r + 2 + (5 — V2 +42) +a
10+~ /s y Y +aTy (5 )+(5 y+y°)try
(2 —)? (2-y)?
ce qui est toujours vrai.
Pour le case  + y < 0, on se raméne au cas (—z) + (—y) > 0 car ’ 1+12 (1+y | = ‘ i w?)/%;r((l SE) — )|

On conclut : )
ey y+x g —

2.Vz€R, 1+22>1=0< f(z) <1. On adonc Im f C]0,1].

Comme f est une application continue, on sait que Im f est un intervalle. Puisque f(0) = 1 et
hm f(z) =0. Donc ]0,1] C Im f.
r—Foo

D’ou1 I’égalité.

3. On pose g(z) = f(z) —x. Ona g(0) =1 >0et g(1) = 5 —1 = —5 < 0. D’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaire, Ja €]0,1[, g(a) = 0 & f(a) = a. D apres lexerc1ce A.2.12 Q2, on en déduit
que f admet un unique point fixe « €]0, 1[.

L’application f o f satsifait quand a elle : fo f(a) = f(f(a)) = f(a) = a et
W(a.9) €R IS o f(x) = £ o f)] < 51f(@) = FW)] € 55 x e =yl = gl .

Toujours, d’apreés 'exercice A.2.12 Q2, on en déduit que « est I'unique point fixe de f o f.

4. Le signe de g(z) est constant de part et d’autre du point fixe.

On teste a gauche g(0) = f(f(0)) — 0 = 3 > 0 et a droite g(1) = f(f(1))—1=f(3)—1= % -1=
1

-+ <0.
5

T —00 « “+00

g(x) + 0 -

5. Soit (uy)y, définie par ug > 0 et up+1 = f(un).
Comme f est décroissante, on a f o f croissante et

O<z<a=f(z)2fla)=a=0<f(f(z) < fla)=
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Donc f o f([0,a]) C [0, a.

t2>a=0< f(@) < fla) =a=1< f(f(x) > fla) =a

Donc f o f([a, +00[) C [, 1].

e la suite (uQn) a pour premier terme ug et relation de récurrence ug,49 = fo f (ugn)

e la suite (ugp+1) a pour premier terme uy et relation de récurrence ugp+3 = f o f(u2nt1)-

e Si ug € [0, f alors (ugy,) est croissante et majorée par o donc converge vers 'unique point fixe a. De
plus u; = f(up) > a donc (ugp+1) est décroissante et minorée par o donc converge vers I'unique point
fixe a également. On en déduit que (uy ), converge vers a.

e Si up = « alors (uy,) est constante égale a a.

e Si up € ]a, +oof alors (ug,) est décroissante et minorée par o donc converge vers l'unique point fixe a.
De plus 0 < u; = f(up) < a donc (ug,+1) est croissante et majorée par o donc converge vers I'unique
point fixe a également. On en déduit que (uy,), converge vers .

6. Siup < 0 alors u; = f(up) > 0 et (uy)n>1 converge vers a.
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Chapitre 4. Exercice A.2.11
1. On doit montrer que

Ve > 0,3n > 0,Vx € R, (]:1:| <

Faire une figure!!!
preuve : Soit € > 0. On distingue deux cas.
e lercas: Si0<e<1alors

77:>|e’”—1|<e>

e —1ll<eel—-e<e®<l4+esn(l—¢e <z<In(l+e)

On remarque que In(1 —¢€) < 0 et In(1+¢€) > 0. Prenons

7 = min ( —In(1 —¢€),In(1 + e))

g <n=-n<z<n=h(l—-¢ <zx<In(l+4+e =|e"—1<e€.

. On obtient

Pour aller plus loin, on peut montrer que min ( — In(1 — €),In(1 + €)) = In(1 + €). 11 suffit d’étudier le

signe de la différence entre ces deux nombres :

In(l1+e)— (—In(l—¢€) =In(1—e®) <0 carl—c?<1let In est croissante.

e 2éme cas : Si € > 1 alors

ef —1ll<eel-ec<e<ltese"<ltesz<In(l+e)

Prenons |n = In(1 + €) |. On obtient

lz]<n=-n<z<n=z<In(l+e) =" -1 <e.
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2. Cas général : montrons la continuité de f en tout point ¢ € R.
On doit montrer que

Ve > 0,3dn > 0,Vz € R, <|x—:vo| <n=le" —e"| <€)

e On fixe € > 0 et on résoud |e* — ™| < € jusqu’a encadrer  — zg.

xT

e — e <ee —e<e’ —x0 <eo e —e<e" <+

Pour continuer nous devons distinguer les deux cas suivant : |e™ —¢e > O‘ et ‘ezo —e<0

e Cas n°1 :onsuppose e’ —e > 0 & ¢ < %0, Dans ce cas on peut appliquer la fonction réciproque
In et terminer le calcul :

e —e™| <e & In(e™ —¢) <z <In(e™+¢e) & In(e™ —¢) —xg <z — 29 < In(e™ +¢) — 9

Ona‘m<x—x0<n2‘avec

m = In(e*®—e)—xo = In(e”—¢)—Ine* = In(e™—¢)+lne ™ =Ilne " (e —¢) = In(l—e *0¢) <0

et
ne = In(e™ +¢) —x9 = In(1 + e ") > 0.

Dans ce cas, on choisit, comme & la question précédente, ‘77 = min(|n|, [n2]) = 72 ‘ On obtient

e <e.

lx —x0l<n = —n<z—z9<n = m<zr—zx90<nM2 = |e

e Casn°2 : on suppose €0 —e <0< ¢ > €. Dans ce cas, on a

le"—e| < e el—e <0< e’ <e4e e’ <e+e e r <In(e"+e) & r—xp < In(l4+e ¢)

Dans ce cas on pose |7 = In(1 4+ e *°) | et on obtient

T

|t —zol<n = —-n<z—ax0<n = x—xp<In(l+e ) = |e"—e"<e€.
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Chapitre 4. Exercice A.2.14 1l s’agit de montrer que I’équation

o) of@) =B
a+f
admet au moins une solution dans U'intervalles [a, b].
On distingue deux cas de figures :
e Si f(a) = f(b) alors %Jrgf(b) = f(a) et I'équation f(z) = f(a) admet au moins deux solutions :
c=aouc=b.
e On suppose maintenant que f(a) # f(b). Dans ce cas, on peut montrer que le nombre %Jrgﬂb)
est strictement compris entre f(a) et f(b). En effet, sachant que « > 0 et 5 >0, on a

af(a) < af(b) = af(a) + BF(b) < af(b) + Bf(b) = L) o JOHIIO) _ p(p)

fla) < f(b) =
{ Bf(a) < BF(b) = Bf(a) + af(a) < BF(D) + af(a) = ZLUEAI) — () < 2S@HAID)

ou bien

af(a) > af(b) = af(a) + Bf(b) > af(b) + Bf(b) = “LLHEIO 5 ofOHAIO) _ p(p)

Bf(a) > BF(b) = Bf(a) + af(a) > BF(b) + af(a) = ZLUEAT) — () > af@HAD)

f(a)>f(b)=>{

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires sur Uintervalle [a,b], comme f est continue, il existe

¢ € la,b[ tel que f(c) = %Jrgf(b).
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Chapitre 4. Exercice A.2.16

la) Par définition du max :

(v=max(F@1), f@s)) = y= flar) ety = f(ws)).
Aussi d’apres ’énoncé :

(Flan) < flaz) et flag) < flaa) = y=max(f(wr), f(ws) < f(z2)).

Ainsi
(y < f(z2) = y2 = y+ é(l‘g) < f(a2) "; fla2) _ f(x2)>
et (y > f(z1) et flag) > f(z1) = y2 = erJ;(ﬂJQ) > f(:l:1);f(x1))

On a montré que yo € |f(x1), f(z2)[-
De méme

Y+ f(r2) - f(l‘3)+f(x3))

et (yzf($3) et f(z2) > f(x3) = yo = 2 2

On a montré que y2 € |f(x3), f(z2)][.

1b) D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,

flz1) <y < f(z2) = 3ze€]r, 2, y2 = f(2)

flxs) <yo < flza) = 3z’ €lag,x3], yo = f(2)
De plus, |21, zo[N|xe, 23]= & = = # 2. Pourtant f(z) = f(2’) = y2 donc f n’est pas injective.

1c) La fonction — f vérifie les hypothéses des questions (a) et (b) donc —f n’est pas injective. Enfin,

Donc f n’est pas injective non plus.

2a) Les phrases

3(x1,x2,23) € [a, b]g, x1 < xg <zxzet flxr) > flxa) et fas) > fxa)
ou

3 (21,29, 23) € [a,b]?, 11 < 2o < 23 et f(x1) < flz2) et f(x3) < f(z2)

expriment le changement de monotonie d’'une fonction continue non constante.
Toute fonction non monotone n’est donc pas injective.

2b) vu en cours

2c¢) vu en cours
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Chapitre 4. Exercice A.2.18
(i) Pour z =0,0on a f,(z) =n — +oo.
n—-+o0o

Pour x # 0, on utilise les équivalents :

n n 1 1

fa(@) ~

= == = .
(nx)2  |nw| [z] notoo |z

La suite de fonctions ( f,)n>0 converge simplement sur D = R* vers la fonction f définie par f(x) = ik

(ii) Soit f: R — R Papplication définie par

Osi|z|=1
flz) = z?ntl_

lim TZIT SI11OIL.

n—-+o0o

e Pour || < 1, (z"),>0 est une suite géométrique convergeant vers 0. On a aussi x2" 2 0 et
- n—-—+0oo
22t 0. Par conséquent
n—-+00
0-1
Viz| <1 r)=——=—
e Pour |z| > 1, on factorise les numérateurs et dénominateurs par les termes dominants pour déterminer
la limite : . .
l’2n+1 -1 _ l‘2n+1 1+ r2ntl 1+ z2ntl
x2n 41 20 % - L "t
xr2n x2n

Onali|<ldonc 4 — Oet gy — Oet
z " n—4oo x n——+o00

1-0
v 1 = =
lz| > 1, f(x) TX T =

y = f(z)

e La fonction f est continue sur R\{—1,1}.

Ena=—-1,0na

lim f(z)=-1= lim f(z).

r——1— r——11

Les limites & gauche et & droite de a = —1 sont égales. Cependant, f(—1) = 1 # —1 donc f n’est pas
continue en a = —1.
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Ena=1,o0ona
lim f(z)=-1 et lim f(z)=1.
T——1— r——11
Les limites a gauche et & droite de a = 1 ne sont pas égales donc f n’est pas continue en a = 1.
Cependant, on f(1) = 1, donc f est continue a droite de a = 1.
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