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5.1.1 Définition et exemples de dérivées

Exercices : Exemples :

Exercice A.1.1 Exemple B.1.1
Exercice A.1.2

Exercice A.1.3

Dans tout ce qui suit, Q désigne un intervalle ouvert et € toute fonction numérique définie
dans un voisinage de 0 et telle que : }lim e(h) =0.
-0

Définition 5.1.1. Soit f une fonction définie sur Q, soit a € Q, f est dérivable au point a si la

limite suivante existe : .
+ —
d: lim M. (5‘1.1)
h—0 h

Dans ce cas le nombre d est appelé la dérivée de f au point a et on note :

_af
d= dx (@) = f(a). Concepts

[ est dérivable sur Q) si elle admet une dérivée en tout point de Q).

Exemples
Exercices
Documents
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Proposition 5.1.1. Une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction f soit dérivable Définition et
au point a € Q est qu'il existe d € R et une fonction € tels que }ling)s(h) =0et, poura+heQ, on exemples de
puisse écrire dérivées
fla+h) = f(a)+ hd +|hle(h). (5.1.2)
Démonstration -

1. La condition est évidemment suffisante car en divisant (5.1.2) par & # 0 on obtient

fla+h) - f(a) B @
— =d+ 3 e(h).

Or 5
‘|—h|€(h)' = le(h)|

qui tend vers 0 quand & — 0. D’ou

lim £@tP-f@ _
h—0 h

etde plus d = f'(a).

2. On note Q' I'intervalle ouvert tel que a+ h € Q < h € Q'. Pour montrer que la condition est Coneess
nécessaire, introduisons la fonction ¢ définie sur Q'\{0} par :
Exemples
a+h)— f(a
¢(h) = flatm-f@a - f(a) Exercices
h Documents
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Définition et
exemples de

Comme f est dérivable on a par définition }lin% ¢(h)=0, et

fla+h) = f(a)+hf (a)+h¢(h) pour heQ'\{0}.

dérivées
Sil’on pose alors
h
e(h) = M(b(h) pour h #0 ete(0) =0,
on a encore
lime(h) =0,
h—0
de plus on peut écrire
fla+h)=f(a)+hf (a)+|hle(h) VheQ .
Corollaire 5.1.1. Une fonction dérivable en a est continue en a.
La démonstration est laissée en exercice ainsi que la recherche d'un contre-exemple qui montre
que la réciproque est fausse.
On peut aussi définir la dérivabilité de f a droite au point a en prenant / > 0 dans la définition
5.1.1 ou dans 5.1.2. Concepts
Enfin larelation (5.1.2) est trés importante car elle signifie que la fonction 6 (h) = f(a+h)—f(a)
peut étre approchée par une fonction linéaire & — f’(a) h en commettant une erreur qui tend vers Exemples
0 plus vite que |h| (voir la figure (5.1.1)). Cette observation est a 'origine de ce qu’on appelle la DEOXCeUrg:ZifS

différentielle de f au point g, notion difficile non abordée dans ce cours.
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Définition et
exemples de

dérivées
|h[ e(h)
favh) | /
f@+hf@ |
f@ ...
a at+h
FIGURE 5.1.1 — Tangente et dérivée Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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5.1.2 Somme, produit, quotient de dérivées

Exercices:
Exercice A.1.4
Exercice A.1.5

Théoréeme 5.1.1. Si f et g sont dérivables au point a alors
— O (f+9'(@=f'(a+g @,
— (@) (af)(@=af'(a),aeR
— (i) (fg)’(a) = f,’(a)g(a) T f(a)g,’(a),
— v ([) (@) = f (a)g(a)z— fla)g (a)
8 g°(a)

(sous la condition g(a) # 0).

Démonstration - Les deux premiers résultats sont démontrés en exercice. Regardons le produit

fla+h)gla+h) - f(a)gla)
h

fla+ h)w (5.1.3)
a)f(a+h)—f(a)

h

+ gl (5.1.4)

et lorsque I'on fait tendre / vers 0 en utilisant les résultats sur les limites on obtient le résultat.

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Démontrons (iv) dans le cas f = 1, a titre d’exemple (une fois démontrée (iii), ce cas donne Somme,
(iv) en toute généralité!). On a produit
L1 gla-gath 515 e
gla+h) gla gla+hgla) - erivees
_ /
_ 8a-lgl@+ hg'(a) +|hle(h)] (5.1.6)
gla+h)g(a)
Fa— , f—
hg'(a)—|hle(h) 5.1.7)
gla+h)g(a)

On obtient bien le résultat en divisant par & et en faisant tendre h vers 0.

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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5.1.3 Composition des dérivées
Exercices :

Exercice A.1.6

Théoréme 5.1.2. Soient f et g deux fonctions telles que g est dérivable au point a et f est déri-
vable au point g(a), alors la fonction f o g est dérivable au point a et on a

(fog)(a@=f(gla)g (a).

Démonstration - Utilisons la relation 5.1.2 pour la fonction g :

(fog)la+h) = f(gla+h) = f(g(a)+ hg'(a) +|hle1 (h)). (5.1.8)
Sil’on pose
I=g(a), 6=nhg'(a)+|hlei(h),
alors I'application de la relation 5.1.2 pour f donne : Concepts

fU+8)=FfD+6f (D) +16]e2(8).

Exemples
Exercices
Documents

Ce qui permet de réécrire (5.1.8) sous la forme
(fog)la+h) = f(g@)+ f'(g(a)hg'(a) + |hler ()] +|5]2(5)

10 [
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Oou encore
(feg(a+h) —(fog) @ = f(g@)lhg (@ +]|hle1(M)] +16l2(6),
soit aussi :
(f°g)(“+h;l_(f°g)(“) = f'(g(a) g(a)+@slth) +@82(5) (5.1.9)

On peut alors passer a la limite. On utilisera plusieurs fois le résultat bien connu : le produit d'une

. h : : . .
fonction bornée ( par exemple — ) par une fonction qui tend vers 0 est une fonction qui tend

|k
vers 0. I Il
— i 4 — = !
hn}) p €1(h) =0, donc }ll_r% (g (a) + Y el(h)) g (a).
Donc |5| Il
}lli% m g'(a)+ A 81(h)‘ lg'(a)l.

D’autre part quand & tend vers 0, 6 tend vers 0 donc €, (6) tend vers 0. On a donc
|hl

lim — =
hl—r»r(l) h £2(0)

Enfin on peut écrire :

6] 6] | b _
hrn 752(6) = }z—>0(|h| ) 1111})(782(5)) =

On obtient le résultat final :

m(l) (fog)la+h)—(fog)la)

(fog)(a)= lin - = fl(g(a) g (a).

<<« 11
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5.1.4 Extrema (minimum ou maximum)

Exercices:
Exercice A.1.7
Exercice A.1.8

Définition 5.1.2.
1. xp, € Q (resp. xpr € Q) réalise un minimum local (resp. un maximum local) de [ sur Q
silexisteun a >0 tel que :

VxeQnlxy, —a, xy,+al (resp. 1xpy—a, xp+ al),

flxm) < f(x) (resp. f(x) < f(xpm).

On dit alors que X, (resp. x)y) est un point minimum (resp. maximum,) (local) de f .

2. Xy (resp. xpr) est un point minimum global (resp. maximum global) de f si :

Concepts
Vx€Q, f(xm) < f(x) (resp. f(x) < f(xn)). .
s . _ . . ) .. . Exemples
De maniére générale X est un point extremum de f si ¢’est un point minimum ou maximum. Exercices
Documents

12 44
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Proposition 5.1.2. Soit f une fonction dérivable sur Q = (a, b) et X un point extremum local de Extrema
f sur Q. Alors, si X €]a, bl (i.e. X est intérieur aQ), on a f'(x) = 0. (minimum ou
maximum)

Démonstration - Démontrons le résultat si X est un point minimum, la démonstration étant ana-
logue si X est un maximum.

Comme X est intérieur a ), il existe @ > 0 tel que |x — a, X + a[c Q et donc, en particulier :
Vhtelquelhl<a, f(X) < f(xX+h). (5.1.10)

X+ h)— f(x
Prenons 0 < h < a, alors il résulte de (5.1.10) que w >0

et donc, en passant a la limite quand 7 — 0 f'(X) = 0.
Prenons maintenant —a < h < 0, alors on déduit de (5.1.10) que :

f(x+h) - f(x) <

0,
h

d’ou1 en prenant la limite f'(x) < 0.
Il résulte des deux inégalités que f'(x) = 0.

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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5.1.5 Dérivées d’ordre supérieur

Documents:
Document C.1.1

Définition 5.1.3. Soit f une fonction dérivable dans Q et a € Q. On dit que f est deux fois

dérivable en a si la fonction dérivée x — f'(x) est elle-méme dérivable en ce point. On appelle
2
alors dérivée seconde de [ au point a la quantité (f')' (a). On écrit également f" (a) ou — (a)

dx?
cette dérivée seconde de f en a.

On dit qu'une fonction f est deux fois dérivable sur ) si elle est deux fois dérivable en tout point
de Q.

D’une fagon plus générale on définit la dérivée d’ordre n d’une fonction f par
d”f( ) d[df (a)

a)=— a).

dx" dx | dx"1

Remarquons qu'une fonction dérivable est toujours continue, mais si sa (fonction) dérivée est
elle-méme continue alors on dit qu’elle est contintiment dérivable.

D’'une facon plus générale, on dit que la fonction f est n fois continiment dérivable sur Q si elle
est dérivable jusqu’a I'ordre 7 et que sa dérivée n®™® est continue.

14 44
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Proposition 5.1.3. - Formule de Leibnitz -

Soient f et g deux fonctions n fois dérivables, alors on a la formule suivante : .

w_x [ ") 0 b
Fo™=2| |/

k=0
avec

0_ ny_ n!
(P=f e (k)_k!(n—k)!'

La démonstration simple mais technique est donnée en document

<< 15
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5.2 La formule des accroissements finis

5.2.1
5.2.2
5.2.3
5.2.4

Formule des accroissements finis . .. .. .........
Caractérisation de la monotonie . . . ... .........
Application au calcul d’erreur . . . ... ... ... ...
Fonctionsconvexes . ... ...... ... ..........

16

section suivante »

Concepts

Exemples
Exercices
Documents



section A suivant »

5.2.1 Formule des accroissements finis

Exercices :
Exercice A.1.9
Exercice A.1.10
Exercice A.1.11

On suppose que a < b.

Théoréme 5.2.1. - Théoréme de Rolle -
Soit f une fonction définie et continue sur [a, b], dérivable sur]a, b| telle que f(a) = f(b), alors
il existe c €]a, b| tel que f'(c) = 0.

Démonstration - Si f est constante sur [a, b], alors f' = 0 sur [a, b] etle théoréme est immédiat. Si f
n’est pas constante elle admet un minimum m et un maximum M dont ]'un au moins est différent
de f(a), donc atteint en un point c intérieur a (a, b), il résulte alors de la condition nécessaire sur
les extrema que f'(c) = 0.

Théoréeme 5.2.2. (Formule des accroissements finis)
Soit f une fonction définie et continue sur |a, bl, dérivable sur Uintervalle 1a, b[, alors il
existe c €]a, b| tel que
fb)-f(a)=b-a)f'(c). (5.2.1)

17 44
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Démonstration - Posons
) - f@ Formule_ des
P =f(x) - R accroisse-
o ments finis
On a évidemment bF(@) - af b
a)—a
= b =
¢(a) = ¢(b) b—a
ce qui permet d’appliquer le théoréme de Rolle a ¢ qui en vérifie manifestement les hypotheses,
il existe donc c €]a, b[ tel que
b) —
¢'(c) =0, soit f'(c) - w =0
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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5.2.2 Caractérisation de la monotonie

Exercices:
Exercice A.1.12
Exercice A.1.13

Théoreéme 5.2.3. Soit f une fonction définie sur l'intervalle I, dérivable sur I. Alors f est mo-
notone croissante sur 1, si et seulement si :

vxel, f'(x)=0.
Démonstration -
1. La monotonie implique que :

VCEI,VhEO,{C+h€I Mzo}

h
Concepts
et donc par passage a la limite quand & —0 on en déduit f’(c) = 0.
2. Réciproquement, soient x, x’ € I avec x < x'. Par application du théoréme des accroisse-
ments finis 5.2.2 sur [x, x], il existe d €]x, x'[< I tel que Exemples
Exercices
Documents

f&)=fx) =&"-x)f' ().

19 [
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Comme f'(d) = 0, on obtient f(x') = f(x), ce qui montre bien que f est monotone crois-
sante sur /.

Cette démonstration montre aussi que si Vx € I, f/(x) > 0 alors, f est strictement monotone crois-
sante sur I. Par contre, cette condition n’est pas nécessaire pour que f soit strictement monotone
croissante (voir exercice A.1.12). D’autre part une fonction peut étre strictement monotone sans
étre dérivable ni méme continue!

Corollaire 5.2.1. Soit f une fonction définie sur l'intervalle I, dérivable sur I,

1. f est monotone décroissante sur I si et seulement si :
Vxel, f'(x)=<0,
2. f estconstante sur I, si et seulement si :

Vxel, f'(x)=0.

Démonstration -
1. Il suffit de remplacer f par — f et d’appliquer le théoreme précédent.

2. 1l suffit de remarquer qu’'une fonction f est constante si et seulement si f est simultané-
ment monotone croissante et monotone décroissante, puis d’appliquer les résultats pré-
cédents.

<< 20
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5.2.3 Application au calcul d’erreur

Exercices:
Exercice A.1.14

Le probleme de base du calcul d’erreur est le suivant : Si on approche la valeur de f(a + )
par f(a), quelle erreur (au maximum) commet-on? Une réponse est donnée par le théoreme des
accroissements finis. En effet, on peut écrire :

f(a+5)—f(a)=5f’(c) ou ce€la,a+6[ si 6>0, ouce€la+d,al si 6<0.

Si on note
M; un majorant de | f'| sur l'intervalle [a, a + |5]],

M un majorant de | f'| sur I'intervalle [a — |51, al,
M un majorant de | f'| sur l'intervalle [a — 5|, a + |6]],

alors on a les majorations suivantes
|fla+9d)— f(a)|l = M6, si6 =0,

|fla+6)— fla)l < M|6], sid<0,
|f(a+9d)— f(a)|< M|6|, sionneconnait paslesigne ded.

Par exemple, si on approche la valeur de cos29° par celle de cos30°, quelle erreur commet-on?
Posons a = § et § = 15, alors
0 <cos(a—0) —cos(a) < M6

21 44
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ol M est un majorant de sin x sur 'intervalle [a — §, a]. On peut évidemment prendre M=1, mais Application au

si on veut améliorer la majoration on prendra calcul d’erreur

. Ln 1
M =sina=sin— = —
6 2

puisque la fonction sin x est croissante sur I'intervalle [a — §, a]. D’olu ’encadrement

3 T
0<c0s29° — \/—_ <— (<0.01).
2 360

On vérifie effectivement que I'erreur est de 1'ordre de 0.0086.

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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5.2.4 Fonctions convexes

Exercices: Documents:
Exercice A.1.15 Document C.1.2

De maniére "visuelle" une fonction est convexe si le graphe est "en dessous" de la corde.

Définition 5.2.1. On dit que la fonction f est convexe sur l'intervalle Q si

{Vx,yEQ et 0 telque 0<0<1 ona:
FOx+1-0)y)<0f(x)+1-0)f().

On dit que la fonction f est strictement convexe si

{Vx,yeQ,x;éy et 6 telque 0<0<1 ona:
fOx+1-0)y)<Ofx) +1-0)fy).

On a une définition correspondante pour la concavité en changeant le sens des inégalités. Consees
La proposition suivante caractérise la convexité d’'une fonction lorsque celle-ci est deux fois
dérivable. Mais il existe des fonctions non dérivables partout et qui sont convexes! Exemples
Exercices
Documents
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Proposition 5.2.1. Soit f une fonction deux fois continitment dérivable sur Q ouvert, alors f
est une fonction convexe sur si et seulement siVx € Q, f"(x) =0. DeplussiVx e Q, f"(x) >0,
alors elle est strictement convexe sur .

Démonstration -
1. Soit f une fonction convexe, on a démontré dans I'exercice A.1.11 que si
xeQeth>0telquex+heQ,
alors, il existe un 6 €]0,1[ etun c€]x—0h, x + O h[ tels que :

fx+h)-2fx)+ f(x—h)

Y = f"(c). (5.2.2)

Puisque f est convexe et que x = %(x + h) + %(x —h),ona

1 1
fx) = Ef(x+h)+§f(x—h)

fx+h)-2f(x)+ f(x—h) -
20 h? B

et le passage a la limite & — 0 donne f”(x) = 0.

0

2. Réciproquement, soit f une fonction vérifiant Vx € Q, f”(x) = 0. montrons que f est
convexe c’est-a-dire que, quels que soient a et b deux points de (2, on a

Viel0,1], f(ta+(1—-0b)<tf(a)+1—1)fb).

<< 24 >
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Ce qui est équivalent a prouver que la fonction

Fonctions
convexes
p@®)=f(tla-b)+b)—tf(a)—-1-1)f(b)
vérifie
Vtel[0,1], () <O0.
Remarquons que 'on a
@(0)=¢()=0, (5.2.3)
@' ()=(a-b)f'(tla-b)+ D) - f(a)+ f(b),
@"(t) = (a—Db)*f"((t(a—b) + b)) 2 0,
puisque, par hypothese, f”(x) = 0 pour x € [a, b]. 1l résulte du théoreme de Rolle qu'il
existe 7 €]0, 1[ tel que
¢'(1)=0
et, comme ¢"(f) = 0, on en déduit que la fonction ¢’(t) est monotone croissante ce qui
conduit au tableau de variations suivant :
x |0 T 1
¢’ -] 0 |+
RN GIVEALR Concepts
ce qui montre que ¢(#) <0, Vi€ [0,1].
Exemples
Vous verrez en document un lien important entre convexité et extrema. Exercices
Documents
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5.3 Les fonctions réciproques

5.3.1 Dérivée des fonctions réciproques . . . . . ... ... ... ... ... 27
5.3.2 Fonctions circulaires réciproques . . . . . ... ... oL 30
5.83.3 Fonctionracinenieme. . ... ........ . ... . ... 35

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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5.3.1 Dérivée des fonctions réciproques

Exercices:
Exercice A.1.16

Nous avons démontré dans le chapitre 2, paragraphe "Application réciproque" qu'une fonc-
tion bijective admet une application réciproque. On a vu aussi dans le chapitre 4, paragraphe
"Fonctions strictement monotones" que la fonction réciproque est continue. On étudie ici sa dé-
rivabilité.

On peut démontrer que si la fonction est continue et strictement monotone, I'image d'un
intervalle ouvert Q est un intervalle ouvert Q’, ces intervalles ne sont nécessairement bornés. Par
exemple si f(x) = 1, pour @ =]0,1[ ona Q' =]1,+ool, pour Q =]1, +co[, on a Q' =]0, 1.

Théoreéme 5.3.1. Soit f une fonction continue, dérivable, strictement monotone sur Uintervalle
ouvert Q, on note Q' = f(Q), on suppose que

VxeQ, f'(x)#£0, Concepts
alors f~1 est définie, continue et dérivable et de plus on a
Exemples
/ -1y’ _ Exercices
Vyo e, (f ) (y0) = (o)’ (5.3.1) Documents
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Démonstration - Remarquons tout d’abord que f~! existe et est continue comme on I'a vu au
chapitre 4. Etant donné y, € Q', pour tout y € Q’, y # yo définissons le rapport

w-r"o
Y=o ’

q =]
Comme f est une bijection il existe donc x € Q, xp € Q tels que

x=f1, x=f"'00

avec x # xg et donc

_ X— X0
= F0-F0)”
Puisque f~! est continue quand y tend vers ¥y, alors x tend vers Xx.
De plus
lim T =I00) _ 2
X=X  X— X
donc
X—Xo 1

li =
% FX) — f(x0)  f'(xo)

En regroupant tous ces résultats, on obtient

N . fTfo-roe X —Xo 1 1
=1 =1 = =
() o) = lim Y=o % FX) - fxo) 0 - (100

<<« 28 > b
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En tracant dans un méme systéme d’axes orthonormés les courbes représentatives (ou graphes) Dérivée des
des fonctions f et g = f~! on remarque tout d’abord que ces courbes sont symétriques par rap- fonctions
port ala premiere bissectrice y = x. Les tangentes de ces courbes aux points (xg, f (xp)) et (f(xo), Xo) réciproques

respectivement sont également symétriques et leurs pentes respectives
m=f'(x)) et m'=g' ()

vérifient donc
mm' =1,

ce qui traduit la relation (5.3.1).

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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5.3.2 Fonctions circulaires réciproques

Exercices:
Exercice A.1.17
Exercice A.1.18

On avu quelafonction f(x) = sin x est strictement monotone croissante sur l'intervalle [— %, % !

avaleurs dans [—1, +1]. Elle admet donc une fonction réciproque, définie et strictement croissante
sur [-1,+1]. On I'appelle Arc sinus et on la note Arcsin. Nous avons donc I’équivalence :

. T T .
(g(y) =Arcsiny) < {(g(y)e [——, +§]) et (sing(y) = )} (5.3.2)
Soit yg €] — 1, +1[, il existe donc xp € | -5, 7| tel que :
Xp = Arcsin yy, Yo = sin xo.

Le théoreme précédent nous indique que

1 1 1

g ) =

f'(xg) cosxy cos(Arcsin yp) Concepts
Mais pratiquement ce résultat est difficile a manipuler car il est souhaitable d’obtenir le résultat
en fonction de yp. Or comme : Exemples
Exercices
Documents

T T
(x0 € ]_E’ +§ [) = (cosxp > 0),
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nous pouvons écrire : Fonctions

cosxg =1/1—sin?(xp) =/1— yg, circulaires

Oy . réciproques
d’ot1 le résultat : ) proq
dArcsin

1
dy Vo) = —. (5.3.3)

l—yo

Vyo€l-1,+1],

On définit de la méme maniere, une fonction Arc cosinus, que I'on note Arccos, les formules
correspondant a (5.3.2, 5.3.3) sont :

(g(y) =Arccosy) <= {(g(y)€l0,n]) et (cosg(y) =)} (5.3.4)
dArccos -1
Vyoel-1,+1[, —— ()= —=. (5.3.5)
dy 1- y2
0

Enfin, nous introduisons une fonction Arc tangente, notée Arctan, que nous définissons par :

g(y)=Arctany <= {(g(y)e]—%&%[) et (tang(y)=yy)} (5.3.6)

Cette fonction vérifie alors :

dArctan 1
Y yo €] — 00, +o0l, (yo) = 5 (6.3.7) Concepts
dy 1+ y3
Exemples
Exercices
Documents

<<« 31 > b



<<

< précédent section A

suivant »

Arc sinusx
Arc cosinusz

FIGURE 5.3.2 — Fonction Arc sinus

32
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Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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— — — . Arcsinusz
Arc cosinusz

FIGURE 5.3.3 — Fonction Arc cosinus
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Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Fonctions
circulaires

réciproques

Concepts

FIGURE 5.3.4 — Fonction Arc tangente

Exemples
Exercices
Documents
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5.3.3 Fonction racine nieme

Exercices:
Exercice A.1.19

Soit n = 1 un entier et soit la fonction f(x) = x” : R* — R*. Cette fonction est strictement
monotone, puisque sa dérivée f’(x) = nx"1 est strictement positive sur x > 0, elle admet donc
une fonction réciproque définie sur R notée :

f—l(y) — \/yz yl/n’

Ainsi pour tout réel y = 0 on appelle racine n®™¢ de y 'unique réel x = 0 tel que x" = y, que
I'on note :

x = W:ylln'

Pour n entier impair, la fonction f(x) = x"” : R — R est strictement monotone et elle admet
donc une fonction réciproque définie par

1,4 | —V=x, pour x<0,
f (x) - n
+{/x, pour x=0.

35 [
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Documents
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Cette fonction peut étre considérée donc comme la racine n°™¢ de x pour x € R, quand n est
impair, mais on remarquera que la notation {/x n’est pas utilisée pour x < 0.

<< 36

Fonction racine
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Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercices du chapitre 5

Exercices de TD
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suivant »
Annexe A
Exercices
Concepts
Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.1 Ch5-Exercice1

Calculer la dérivée de cos x ou point x = a.

Retour au cours

Solution

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents




Exercice A.1.2 Ch5-Exercice2

<« précédent section A

Montrer que la fonction f(x) = |x| n’est pas dérivable en 0.

Solution

Retour au cours

suivant »

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.3 Ch5-Exercice3

Montrer que si une fonction est dérivable en a elle est continue en a. Montrer, par un contre-
exemple, que la réciproque est fausse.

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.4 Ch5-Exercice4
Soient a un nombre réel et f et g deux fonctions dérivables au point a. Montrer alors que :

(f+8) (@)= f(a)+g (a) et (af) (a)=af(a).

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.5 Ch5-Exercice5

. e sinx
Calculer la fonction dérivée de 7T
X

Retour au cours

Solution

suivant »

Sommaire
Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.6 Ch5-Exercice6

Soit la fonction f(x) = X sinx , calculer sa dérivée en tout point ot1 elle existe.

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.7 Ch5-Exercice?7

écrire les conditions nécessaires que doivent vérifier les extrema des fonctions f(x) = sinx
et g(x) = x>. En vous aidant d'un graphique précisez si les points satisfaisant ces conditions né-
cessaires, sont des minima, des maxima ou rien.... Est-ce que f'(%) = 0 implique que X est un
extremum?

Retour au cours

Solution
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Exercice A.1.8 Ch5-Exercice8

Soit la fonction f(x) = x sur [0,1]. Donner la valeur du minimum et du maximum de f sur
I'intervalle considéré. La dérivée de f s’annule-t-elle en ces points? Conclure.

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.9 Ch5-Exercice9

Soit f une fonction deux fois dérivable telle que f(a) = f(b) = f(c) (a < b < ¢). La fonction f”
admet-elle un zéro strictement compris entre a et c?

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.10 Ch5-Exercice10

Soient a, f et y trois nombres réels, on suppose a # 0. Soit alors la fonction f définie par
f(x) = ax?+ Bx +7. Soit enfin, ] a, b[ un intervalle ouvert de R, avec a < b. Déterminer c €]a, b| tel
que:

fb) - f@=m-a)f (.

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.11 Ch5-Exercicel1

Soit f une fonction deux fois dérivable sur Q (intervalle ouvert). Soient x € Q et h > 0 tels que
x + h € Q. On définit la fonction G(¢) = f(x+ th) + f(x— th) pour t € [0, 1].

1. Montrer qu’il existe 0 €]0, 1] tel que G(1) — G(0) = G'(6).
2. En déduire qu'il existe 6 €]0, 1[ tel que

fx+h)-2f(x)+f(x—-h)

: =f'(x+0h) - f'(x-0h).

3. En utilisant a nouveau le théoréme des accroissements finis, montrer qu'il existe un réel
celx—0h,x+0h[tel que

fx+h)-2f(x)+f(x—h)
h

=20hf"(c).

Retour au cours

Solution Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.12 Ch5-Exercicel12

Soit la fonction f(x) = x3. Est-elle strictement croissante? A-t-on f'(x) >0VxeR? Conclure.

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.13 Ch5-Exercice13

Soit la fonction f(x) = —1/x définie sur | —oo, 0[U]0, +oo[. Montrer que f’(x) > 0 sur le domaine
de définition de f. Cette fonction est-elle strictement monotone ? Conclure.

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.14 Ch5-Exercicel14

Sil’on approche la valeur de sinus 29° par celle de sinus 30°, encadrer |’ erreur commise.

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.15 Ch5-Exercicel15

En reprenant la démonstration de la condition suffisante de la convexité a partir de la dérivée
seconde, montrer que si Vx € Q, f"(x) > 0, alors la fonction est strictement convexe sur Q.

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.16 Ch5-Exercicel16

Soit f une fonction bijective dérivable. On suppose en outre que f ! est dérivable. En utilisant
la définition de la fonction réciproque retrouver le résultat :

F Y () =

, (avec yp = f(x0)).

1
[ (xo0)

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.17 Ch5-Exercicel?7

En utilisant leur dérivée, donner une relation qui relie les fonctions Arc sinus et Arc cosinus.

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.18 Ch5-Exercicel18

On considere la fonction définie sur D =]0, [ par cotx = tan(% — x). Définir son application
réciproque ainsi que la dérivée de celle-ci.

Retour au cours

Solution

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.1.19 Ch5-Exercicel19

Soit r un réel, alors pour tout x € R} on définira x” par x" = e" "

f_l(y) = y% = e%lny.

Calculer sa dérivée.

Retour au cours

Solution

57

). Montrer que f(x) =x" :
R} — R}, est strictement monotone et que sa réciproque est (le vérifier a I'aide des définitions) :

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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TD5-Exercice23
TD5-Exercice24
TD5-Exercice25
TD5-Exercice26
TD5-Exercice27
TD5-Exercice28
TD5-Exercice29
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Exercice A.2.1 TD5-Exercice1

1. Montrer que la fonction x — x est dérivable en tout point x de R et calculer sa dérivée.

2. Montrer que la fonction x — x? est dérivable en tout point x de R et calculer sa dérivée.
On pourra soit travailler directement sur cette fonction soit utiliser la question 1) et le
théoreme sur la dérivée d'un produit de fonctions.

3. Soit x — P(x) une fonction polynomiale :
n
P(x) = Z akxk.
k=0

Montrer que cette fonction est dérivable en tout point x de R et calculer sa dérivée.

4. Soient x — P(x) et x — Q(x) deux fonctions polynomiales :
m n
Px) = Z akxk et Q(x) = Z bkxk.
k=0 k=0

En quels points de R, la fonction x — P(x)/Q(x) est-elle dérivable? Calculer sa dérivée en

ces points.
Concepts
Question 1 Aide 1
Question2  Aide 1 Exemples
Question 3  Aide 1 Aide 2 DOXCerg:Zifs
Question 4  Aide 1 u
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Exercice A.2.2 TD5-Exercice2

En quels points de R, les fonctions x — sinx, x — cosx et x — tanx sont-elles dérivables?
Calculer leur dérivée en ces points.

Aide 1 Aide 2

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.3 TD5-Exercice3

Soit la fonction x — /x, définie sur R*. En quels points de R*, cette fonction est-elle déri-
vable? Calculer sa dérivée en ces points.

Aide 1

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.4 TD5-Exercice4

Soit x — exp(x) la fonction réciproque de la fonction x — Inx définie sur Rf. Montrer que
cette fonction (la fonction exponentielle) est dérivable en tout point de R et calculer sa dérivée.

Aide 1

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.5 TD5-Exercice5

Utiliser la définition de la dérivée pour calculer les limites suivantes.

e*-1 . Inx

i) quand x — 0, ii) P quand x — 1,
x_
; V3
In(1+x sinx — 5=
iii) ¥quandx—»0, iv) —iquandx—»—,
X CoSX—3 3
sin(x—-% T ef—e ¥
V) M quand x — —, vi) ———— quand x—0
1-2cosx 3 sin x

réponses: i) 1,ii) 1,iii) 1,iv) \_/—%, V) \/ig vi) 2.

Aide 1 Aide 2

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.6 TD5-Exercice6

< précédent

section A

suivant »

1. Calculer les dérivées des fonctions suivantes lorsqu’elles existent :

X
(x3 —3x2+6x—6)e", In(tan =), sin3x?, cos’>(3sin4x), (1+ x%)
2

1
In|2x2-3x+1|,—— +Arctanx.
1+x2

. Calculer la dérivée nieme de sin x, cos x.

2
3. Calculer la dérivée 5ieme de x3e*.
4

. Calculer la dérivée nieme de (x2 + 1)e*, x2(x + 1)".

o

Question 1
Question 2
Question 3
Question 4
Question 5

Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1
Aide 1

Aide 2
Aide 2
Aide 2
Aide 2
Aide 2

65

Cosx

)

. . . s . . 1+x
. Calculer les dérivées des fonction suivantes lorsqu’elles existent : Arcsin (2x+1), Arctan ;

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.7 TD5-Exercice7

Calculer les dérivées suivantes lorsqu’elles existent :

3x%+1

2 x, sin(cosx)), In|2x*=3x+1|, In(Inx), e ,

2 . -l 1\*
cos(x“ +1), cos xe”, ex-1, |1+ —

X

ex+3’

réponses :

4 1
—2xsin(x®+1), —2cosxsinx, —sinxcos(cosx), PE— pour x ¢ {1, 5}’

x2-3x
inx pour x> 1, 6xe3°+1, —e™ 3 (1+x)e”,
—2x e% our x ¢ {—1,1} (ln 1+1) ! (1+1)x our x ¢ [—1,0]
—_ P X221 - | — = -
w-n2- P ok % x+1)l "z P :

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.8 TD5-Exercice8

1. Calculer la dérivée n®™¢ de la fonction f(x) = (x—a)"(x— b)".
2

.. . ) 2n m(n
2. Choisir a = b, en déduire la relation = Z
n = k

Question1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5
Question2 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.9 TD5-Exercice9

Les fonctions suivantes sont-elles dérivables? Si oui, leur dérivée est-elle continue ?

1. f(x) =sin§ six#0, f(0)=0,
2. f(x) =xsin§ six#0, f(0)=0,

3. fx)=x° sini six#0, f(0)=0,

Question1  Aide 1
Question2  Aide 1
Question 3  Aide 1

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.10 TD5-Exercice10
1

. 1 . 1 . 1
1. Montrer que lim cos— =1, lim xcos—-x=0, lim x*cos——x*+—-=0.
X—+ X X—+00 X X—+00 X 2

1
2. On définit la fonction f sur R, par f(x) = cos —.
X

(a) Montrer que f est dérivable sur R, calculer f’'(x).
(b) Lafonction f admet-elle une limite quand x tend vers 0.

(c) Représenter rapidement la courbe d’équation y = f(x), en particulier quel est le com-
portement de la courbe quand x tend vers I'infini?

(d) 1i. Est-il possible de prolonger f par continuité en 0?2
ii. Siouila fonction f ainsi définie est-elle dérivable en 0? Si oui calculer f'(0).

iii. Si f est dérivable en 0, f " est-elle continue en 0?

1 1
3. Mémes questions pour f(x) = xcos — puis pour f(x) = x*>cos —.
x x

Concepts

Exemples
Exercices
Documents

69



< précédent section A suivant »

Exercice A.2.11 TD5-Exercicel1

Montrer que la dérivée d'une fonction dérivable paire (resp. impaire) est impaire (resp. paire).

Aide 1

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.12 TD5-Exercicel12

Soit une fonction 7 fois continiment dérivable, admettant n + 1 racines distinctes. Montrer
que £ admet au moins une racine.

Aide 1

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.13 TD5-Exercicel13

Utiliser la formule des accroissements finis pour montrer les inégalités suivantes :

1. Vx€]0,Z], 0<sinx<x, 1—x%<cosx<1.

2. ¥x€]0,Z], x<tanx < 2x.

Question1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide5 Aide 6 Aide 7 Aide 8 Aide 9
Question2 Aide 1 Aide 2 Aide 3

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.14 TD5-Exercicel4

f et g sont deux fonctions continues sur [a, b], dérivables sur ]a, b[. On suppose que g'(x) # 0
sur ]a, bl.
fb)-fla) f'(cn)
g -gla g'c)’
fb) - f(a)
gb)-gla)

f)-f@ _ f(©
gb)—g@ g

1. Monter qu'’il existe deux réels c; et ¢, tels que

2. Montrer, en utilisant la fonction ¢(x) = f(x) - —————g(x), qu'il existe c €]a, b tel que

Question 1 Aide 1
Question 2  Aide 1

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.15 TD5-Exercice15

Soit f une fonction définie sur [a, b] telle que f’ et f” soient définies et continues sur [a, b].

o _f@+fx  atxy x-a)?
On définit ¢(x) = > f( 5 ) 5

1. Montrer que ¢ est dérivable sur [a, b], calculer ¢’ (x), calculer ¢p(a).

2. On choisit a tel que ¢(b) = 0, utiliser le théoreme de Rolle pour en déduire qu'il existe
c€la,b| tel que

a=

o[
- c—a :
2

3. Utiliser le théoréme des accroissements finis pour en déduire qu'’il existe d €]a, b|[ tel que
a=f"(d).
4. Déduire de ce qui précede que

3d €la, b|,

fl/ (d)

f(a)+f(b)_f(a+b)_ (b-a)*
2 2 ] 8

Question1  Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5

Question2 Aide 1 Aide 2

Question 3 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7
Question 4  Aide 1
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Exercice A.2.16 TD5-Exercice16
Soit f une fonction définie sur R, dérivable, vérifiant

f=o,
VxeR, |f'(x)|<g<1.

On note
f"=fofofo..of

la composée n fois de f. Montrer que Vx € R, f"(x) tend vers 0 quand » tend vers l'infini.

Aide 1 Aide 2
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Exercice A.2.17 TD5-Exercice17
Soit f une fonction définie sur R, dérivable. On suppose que
VxeR, f'(x)>1.

1. Montrer que f est injective.

2. Montrer que
Vx€R+,f(x)2f(0)+x, et,VxeR™, f(x) < f(0) + x.

3. Soit y > f(0), on pose xp =y — f(0).

(a) Montrer que y < f(xp).

(b) En déduire qu'’il existe x tel que y = f(x).
4. Montrer que f est bijective de R sur R.

Question 1 Aide 1

Question 2  Aide 1 Concepts

Question 3a Aide 1

Question 3b Aide 1

Question 4  Aide 1 Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.18 TD5-Exercicel18

. X y
1. Montrerquesi0<x<y,alorsl—— <lny—-Inx < = -1.
y X

2. Montrer que

VkeN*, ﬁ <In(k+1)-lnk < %

n
1
En déduire que Z T tend vers I'infini quand 7 tend vers I'infini.
1

n

3. En s’inspirant de la démonstration précédente, montrer que Z

tend I'infini
L Tink end vers l'infini

quand n tend vers l'infini.

Question 1  Aide 1
Question2 Aide 1
Question3 Aide 1 Aide 2
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Exercice A.2.19 TD5-Exercice19
1. Soit f une application convexe de I intervalle réel vers R. Soient n € N, x1, X2,..., X5, é1é-
ments de I, on veut montrer la propriété P, :

x1+x2+...+xn) - fly+ fle)+...+ f(xn)
- n

P,: f(

n

(a) Montrer que P, et P, sont vraies.
X1+Xo+...+Xpn

(b) Montrer par récurrence que P, est vraie (on pourra poser a = -

).

2. Utiliser la question précédente pour montrer que

Vx1,Xx2,...,Xn €ER (x1+x2+...+xn)25n(x%+x§+...+xn

Question 1a Aide 1
Question 1b Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6

Question2  Aide 1
Concepts

Exemples
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Documents
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Exercice A.2.20 TD5-Exercice20

Est-ce que la composée de fonctions convexes est convexe ? Justifier votre réponse.

Aide 1 Aide 2

Concepts
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Documents
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Exercice A.2.21 TD5-Exercice21

1. Calculer les quantités suivantes :

. LT . . om 57
Arcsin (smg),Arcsm sm? , Arccos COSF ,
(. Tm n
Arcsin s1n€ , Arccos cosg .

2. Montrer que
/4
Arcsin x + Arccos x = By —-1<x<1.

3. Simplifier
sin(2Arcsin x), sin(2Arccos x), cos(2Arcsin x), cos(2Arccos x).

Question1 Aide 1 Aide 2
Question2 Aide 1 Aide 2
Question3 Aide 1 Aide 2
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Exercice A.2.22 TD5-Exercice22

Donner le domaine de définition et la représentation graphique des fonctions suivantes :
f1(x) =sin(arcsinx), f>(x) = arcsin(sinx).

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7 Aide 8
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Exercice A.2.23 TD5-Exercice23

On définit f(x) = arctan (1=2).

1.

N e &

1+x
Quel est le domaine de définition D de f?

. Calculer la dérivée de la fonction f. En déduire une expression plus simple de f(x) (dis-

tinguer selon les valeurs de x).

Tracer la courbe d’équation y = f(x).

Déterminer Im f.

Montrer que f est bijective de D sur Im f.

Donner une expression de g = f~!. Tracer la courbe représentative de g.

Calculer g, retrouver I'expression de f”.

Concepts

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice A.2.24 TD5-Exercice24

2x+1
On définit la fonction f(x) = ————.
VX2 +x+1
1. Montrer que f admet une fonction réciproque g dont on précisera le domaine de défini-

tion.

2. Montrer que g est dérivable sur son domaine de définition. Calculer g’(1).

Question1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide 5 Aide 6 Aide 7 Aide 8
Question2 Aide 1 Aide2 Aide 3 Aide 4 Aide5 Aide 6 Aide7
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Exercice A.2.25 TD5-Exercice25

Pour n € N*, on pose f,,(x) = x"Inx si x€]0,1] et f,,(0) =0.

1. Vérifier que la suite (f,;) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction identiquement
nulle.

2. Pour n =1 fixé, déterminer u,, = m[(e)vlc] | frn ()]
X€E

)

3. Endéduire que (f;) converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction identiquement nulle.

Concepts

Exemples
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Exercice A.2.26 TD5-Exercice26

—nx

nxe
Pour n € N*, on considere la fonction f;, définie sur ]0, +oo[ par f;(x) = T %
—e
1. Vérifier que la suite (f,;) converge simplement sur ]0, +oo[ vers la fonction identiquement

nulle.
2. Calculer lim (lim fn(x)) et lim ( lim fn(x)).
n—+oo \ x—0+ x—0t \n—+oo

3. En déduire que la suite de fonctions (f;;) ne converge pas uniformément sur ]0, +ool vers
la fonction identiquement nulle.

4. Montrer que (f;) ne converge pas uniformément vers la fonction identiquement nulle,
avec la définition de convergence uniforme. (Indication : justifier que fn(%) > % )

Concepts
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Exercice A.2.27 TD5-Exercice27

Pour n €N, n =2, on considére la fonction f;, définie sur [0, +oo[ par

3 (1—%)” sixe [0,n]
fn(x)_{ 0 six=n.
1. Vérifier que la suite (f;;) converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction f a préciser.

2. Pour n =1 fixé, déterminer u, = max |f,(x)— f(x)l.
x€[n,+ool

3. Pour tout n € N*, on définit la fonction ¢, sur [0, n[ par ¢, (x) = (n—1)In(1 - ) + x.

(a) En étudiant les variations de ¢, montrer que 3x, €11, n[, @,(x,) =0.
Dresser la tableau de signe de ¢;,.

(b) Exprimer v, = rr%glx[ | fn(x) — f(x)| en fonction de x,.
x€[0,n

(c) Montrer que x — xe~* admet un maximum global sur [0, +oo[ a préciser.

4. En déduire que (f;;) converge uniformément sur [0, +oo[ vers la fonction f.

Concepts

Exemples
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Documents
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Exercice A.2.28 TD5-Exercice28

Pour n € N*, on définit la fonction f;, sur R par f;,(x) =

1.

n
T2 On pose S, (x) = kgl S ().

Justifier que (S,) converge simplement sur R vers une fonction S dont on ne cherchera pas
I'expression algébrique.

. Déterminer u, = me[g(l fn@)I.
X€E

+00
. Montrerque VneN*, VX eR, |S,(x)-S(X)|< X ug.

k=n+1

. En déduire que (S;) converge uniformément vers S sur R.

5. Justifier que S est continue sur R.

Concepts

Exemples
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Exercice A.2.29 TD5-Exercice29

On note H la fonction définie par H(x) =

e?” six>0

0 six<0.

==

Pour n € N, on définit la fonction g, (x) = H(x—n)H(n+ 1 — x). On pose

-

22

n n
Sp(x)= ) gr(x)=go(x)+ ) (8k+&-1)(X).
k=-n k=1

Vérifier que Vx € R\]0,1[, on a go(x) =0.

Déterminer ¢y €10, 1[ tel que go(co) = I}cleamf(l go(x)].

Dresser le tableau de variation de g et représenter graphiquement g.
Justifier que Vx e R, g,(x) = go(x—n).

En déduire que (S,) converge simplement sur R vers une fonction S périodique de période
1.

Montrer que (S;,) est une suite de fonctions continues sur R.

. Montrer que (S;) ne converge pas uniformément vers S sur R.
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B.1 Exemples du chapitre 5

B.1.1  Dérivée du sinus

Sommaire
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section A

Exemple B.1.1 Dérivée du sinus
Soit f(x) = sinx. Alors

fla+h) =sin(a+ h) =sinacosh+cosasinh

et donc
fla+h)—-f(a) I_COShs'na+Sinhcosa
= — 1 —_— ,
h h h
d’ou ;
lim = f@*P-f@ _ o
h—0 h
puisque, d’apres I'exemple 2 du chapitre 4, on a
1 l—cosh: lim hl—cosh: 120

h—0 h h—0 h#0 h?

Retour au cours
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chapitre A

C.1 Documents du chapitre 5

C.1.1 Formulede Leibnitz . . .. ... ... . . ... 94
C.1.2 Convexitéetextrema . ...... ... ... .. 96
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Document C.1.1 Formule de Leibnitz

Proposition C.1.1. Soient f et g deux fonctions n fois dérivables, alors la fonction f g est elle-
méme n fois dérivable, et sa dérivée n°™° est donnée par la formule suivante :

w_x [ ") o b
Fo=2| |/ "e

k=0
avec

0_ ny_ n!
=i @ (k)_k!(n—k)!'

Démonstration -
Nous allons procéder par récurrence.

1. Pour n =1, il s’agit de la dérivée d'un produit de fonctions.

2. On suppose maintenant que
oy Y n-1 -
(fg)(n D _ Z ( r )f(k)g(n 1-k)
k=0

et on va montrer que

(Fo)™ = i( Z )f(k)g(n—k).

k=0

94 [
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section A suivant »

En effet :

(fg)(n) — ((fg)(n—l))/:ni:l(( nl—l )f(k)g("_l_k)),
k=0 g

_ Z( n-1 )(f(k+1)g(n—1—k)+f(k)g(n—k))
k

- Z( n-1 )f(k+1) (n-1-k) i( ”;1 )f(k)g(n—k)'

= k=0

On remplace k + 1 par j dans la premiere somme. Il vient

n . n—1 1 . .
(fg)(n) — Z( ) ])g(n—j) + ZO )f(])g(n—])
]:

B[ 7 o] 7 e

On obtient le résultat en remarquant que

)50 G =) 050 )-(6)

3&.

>_‘>—4

Retour au cours
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Document C.1.2 Convexité et extrema

Voici une application importante de la convexité.

Proposition C.1.2. Soit f une fonction définie, convexe surR, alors tout minimum local de f est
aussi minimum global. Quand f est strictement convexe un tel minimum, s'il existe, est unique.

Démonstration -

1. Soit f une fonction convexe sur R, et a un minimum local de f :il existe @ > 0 tel que f(a) <
f(x) pour tout x €]a— a,a + a[. Soit alors y € R (y n’est pas supposé dans |la— a, a + al).
Posons z = ty+(1—t)a. Quand t tend vers 0, z tend vers a, donc z appartienta la—a, a+a|
si t est suffisamment petit (et > 0). Utilisant la convexité et la propriété du minimum de a,
on obtient alors

flasf@=stf(+A-0f(a).
D’ou tf(a) < tf(y), soit f(a) < f(y). Ainsi, a est bien minimum global de f.

2. Pour montrer I'unicité dans le cas d’'une fonction strictement convexe, on suppose qu’il
existe deux minima distincts a; < ap qui sont donc tels que f(a;) = f(az) = m, avec Vx €
R, m < f(x). Choisissons un c €]ay, az[. Alors il existe 6 €]0,1[ tel que ¢ = a; +8(az — ay).
Puisque la fonction est strictement convexe, on a

Concepts
f© < 1=0)f(a)+0f(a)(=m) P
ce qui est impossible puisque m est la valeur minimale de la fonction convexe.
Exemples
Exercices
Retour au cours Documents
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Le gras indique un grain ou le concept est dé-
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Ona

et donc

cosh—1
Or lim
h—0

Solution de I'exercice A.1.1

cos(a+ h) =cosacosh—sinhsina

cos(a+ h)—cosa cosh—1 . sinh
=cosa —sina
h h h
sinh
=0et lim =1,dou
-0 h
. cos(a+h)—cosa .
lim =—sina
h—0 h

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.2

Sila dérivée de f(x) = |x| en O existe, elle est donnée par

lim @
h—0 h
or la quantité % estégalealsih>0eta—1sih<0. Cecisignifie que la limite a droite en 0 est différente de la limite a

gauche en 0 et qu’il n'y a donc pas de limite. La fonction n’est donc pas dérivable en 0.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.3

Si la fonction est dérivable en a, elle vérifie
fla+h) = f(a)+hf (a)+|hle(h)

et si on fait tendre £ vers 0, on obtient
}lirr(l)f(a+ h) = f(a)

ce qui signifie que la fonction est continue en a. Par contre une fonction continue n’est pas forcément dérivable, il suffit
de considérer la fonction |x| traitée dans I'exercice précédent.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.4

Calculons ", 3 .
lim(f+g)(a+ )—(f+g)(a):hmf(a+ )—fla)+gla+h)—gla)

h—0 h h—0 h
et comme les fonctions f et g sont dérivables en a,

lim (f+8a+h)—(f+8(a)

lim Y =f'(a)+g (a).
De méme b h
lim (@fila+h - (@f)(@ = limoc—f(a+ tiC) =af'(a).
h—0 h h—0 h

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.5

sinx
x2+1

' cosx(x?+1)—2xsinx
B (x2+1)2

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.6

2 .
f'(x) = € $"¥(2xsin x + x* cos x).

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.7

Pour que X soit un extremum d’une fonction, il doit annuler la dérivée de la fonction. Or f’(x) = cosx et g'(x) = 3x2. Les
extrema de f sont donc solutions de cos X = 0, soit X = 7 + kr et les extrema de g sont solutions de 3%% = 0. Or sil’on fait
un graphe des fonctions f et g, on voit que 7 +2kx sont des maxima locaux de f et 7 +(2k +1)7 sont des minima locaux
de f. Par contre X = 0 n’est pas un extremum de g (c’est un point d’inflexion!). En conclusion les points qui annulent la
dérivée d'une fonction ne sont pas toujours des extrema de cette fonction.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.8

Puisque la fonction f(x) = x est strictement croissante, le minimum de f est donné par f(0) = 0 et le maximum par
f(1) =1.0r f'(x) =1 ce qui signifie que les extrema de f n’annulent pas la dérivée de la fonction. En effet ce ne sont pas
des points intérieurs de I'intervalle et la condition nécessaire sur les extrema ne s’applique alors pas.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.9

On applique deux fois le théoréme de Rolle et donc Ja €]a, b| tel que f'(a) =0 et AB €]b, c[ tel que f'(B) = 0. En consé-
quence,ona a < f et f'(a) = f'(B) et on peut appliquer a nouveau le théoreme de Rolle. Ceci donne alors I'existence de
dela,Bltel que f"(d)=0.0ra<a<b<pf<c dotionaa<d<cetf’(d) =0.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.10

Ona
fb) - f(a) :ab2+ﬁb+y—(aa2+,6a+y):a(bz—a2)+ﬁ(b—a)

soit

fb) - f(a)=(b—a)(ala+Db)+p).

Or par le théoreme des accroissements finis, il existe c tel que
fb)-fla)=b-a)f (o)

d’oty, puisque f’(x) =2ax + 8, on obtient
2ac+pB=ala+b)+p
d’ou1
_a+b
2

c

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.11

1. Sion définit G;(¢) = f(x+ th), G; est dérivable sur [0, 1]. En effet, G; = fol;.
Lapplication /; définie par [;(f) = x + th est dérivable sur R, donc en particulier sur [0, 1], on a de plus /{(£) = h.
De plus, pour tout ¢ appartenant a [0, 1], /; (¢) € [x, x + h] € Q, donc la fonction f est dérivable en [; (7).
En appliquant le théoreme sur la dérivée des fonctions composées, G; est dérivable et on a

G\ () = f' (L)1) = hf' (x + th).

De méme, si on définit G»(¢) = f(x — th), G, est dérivable sur [0, 1]. En effet, Go = fol,.

Lapplication /, définie par /5 (t) = x — th est dérivable sur R, donc en particulier sur [0, 1], on a de plus lé(t) =—h.
De plus, pour tout ¢ appartenant a [0, 1], l>(#) € [x — h, x] € Q, donc la fonction f est dérivable en I, (1).

En appliquant le théoréme sur la dérivée des fonctions composées, G est dérivable et on a

Gy(t) = f' (L)1) = —hf'(x - th).

On a G = G; + Gy, donc G est dérivable sur [0,1] et on a

G'(0)=hf'(x+th)— hf (x-th).

Le théoreme des accroissements finis donne I'existence de 60 €]0, 1 tel que G(1) — G(0) = G'(6).

2. On calcule
G(1)=f(x+h)+ f(x—h), G)=2f(x)

Donc en remplacant, il existe 0 €]0, 1] tel que

flx+ h)—Zféfo(x‘h) = f'(x+0h) - f (x—-06h).




3. Sion pose
a=x—0h,b=x+0h

Pour@€[0,1],onala,blc[x—h,x+ h] cQ.

Cette fois, on applique le théoréme des accroissements finis a la fonction f’ qui est dérivable sur [a, b] et on
obtient

3cela,bl, f'(b)-f'(@)=b-a)f"(c) e Icelx—O0h,x+0hl, f'(x+0h)—f'(x-0h)=20hf"(c)

On a donc

fx+h)-2f(x)+ f(x—h)

7 =20hf"(c).

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.12

Pour montrer que la fonction x3 est strictement croissante, on prend x < y et on calcule
fP-f@ =y - =(-00*+xy+x)

Or le terme y? + xy + x? peut étre considéré comme un trinéme du second degré en y dont le discriminant est x> —4x? =
—3x? < 0, ce qui veut dire qu’il n'a pas de racine réelle et donc qu'il est toujours strictement positif. On en déduit que
f(» - f(x) >0 etlafonction x> est strictement croissante. Par contre f’(x) = 3x? s’annule pour x = 0. En conclusion une
fonction strictement croissante n'a pas une dérivée strictement positive en tout point.

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.13

1
Pour x <0Ooux>0,o0na f’'(x) = — > 0. Or cette fonction n’est pas strictement monotone puisque f(-1) =let f(1) = —1!
X

Pour que f’'(x) > 0 sur Q implique que la fonction est strictement monotone sur Q il faut que Q soit un intervalle (et non
pas 'union de deux intervalles disjoints! ).

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.14

Nous avons
. T . (T T b4
sin — — sm(— = —) = ——cosf
6 6 180/ 180

ou 0 € |5 — &5, &[. Or la fonction cosinus est décroissante sur cet intervalle, ce qui veut dire que 0 < cosf < ‘/75, d’ou

1 . (m m T V3

——sm(———) <——

2 6 180/ 180 2
soit

1 n\/§<si (7‘[ n)

1
2 180 2 6 180/ 2

Retour a I'exercice A



Solution de I'exercice A.1.15

La seule chose qui est modifiée est que puisque f”(x) > 0 et non pas f”(x) = 0, la monotonie devient stricte et donc la
fonction ¢ sera strictement négative sur ]0, 1[, ce qui conduira a la stricte convexité.

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.16

Lapplication réciproque vérifie (f ! o f)(x) = x. Si les deux applications sont dérivables on peut donc dériver la fonction
composée et obtenir

YN fx=1

ce qui donne

-1y _ 1
00 =5

si yo = f(xp).

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.17

Puisque Arccos’y = —Arcsin’y en prenant la primitive, on a
Arccosy = —Arcsiny + C.

La constante C est déterminée par y = 0, ce qui donne 7 =0+ C, d’'ol1

1
Arccosy+Arcsiny = >

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.18

La fonction cot est bijective de [0, ] sur R. Elle admet donc une fonction réciproque définie de R sur [0, 7] dont la dérivée
est —1:7 (facile a démontrer).

Retour a I'exercice a



Solution de I'exercice A.1.19

La dérivée de f(x) = e’™™ est donnée par f'(x) = %erln("), qui est strictement positive pour x > 0. Limage par f de
10, +oo[ est ]0, +oo[. Donc la fonction x” est donc bijective de R} dans R}. Elle admet donc une application réciproque
définie de R} dans R} que l'on calcule par

— erln(x)

1
¥ olny:rlnxolnx:;lny

s . . 1 1
donc I'application réciproque de x” est bien er ™Y = y7.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.1

(x+h)—x_

VxeR, Vh #0, h =1

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.1

h2_ 2
VxeR, Vi #0, %zzxm

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.1

Utiliser la dérivée d’un produit de fonctions dérivables pour montrer que chaque x — x* est dérivable. On conclut par
linéarité.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.1

Par récurrence, et en utilisant la formule donnant la dérivée d'un produit de fonctions dérivables, on obtient que

(xk)/ — k.xk—l

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 4, Exercice A.2.1

Il suffit d’utiliser les résultats concernant la dérivée du quotient de deux fonctions dérivables.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.2

Pourtous xeReth#0,0ona:

sin(x + h) —sinx B sinx(cosh—1) +sinhcosx
h - h

cos(x+ h) —cosx . cosx(cosh—1)—sinhsinx
h - h

Utiliser ensuite les limites (connues, relire le chapitre 4) suivantes

i 1—cosh _ 1

h—0  h? 2
lim M = 1
h—0 h

pour conclure que sin’ x = cos x et cos’ x = —sin x.

Retour a I'exercice A



Aide 2, Exercice A.2.2

Comme tan x = 32X "ytiliser les résultats précédents et celui concernant la dérivée d’un quotient de fonctions dérivables
COS X

pour conclure que x — tan x est dérivable en tout réel x tel que cos x # 0 (et donc x # 7 + k). En de tels points, on a

cos? x +sin® x

=1+tan’x=

tan’(x) = E E
cos? x cos? x

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.3

On rappelle que la fonction

est la fonction réciproque de la fonction

f:R" — R*
x — x?
qui est partout dérivable (voir exercice A.2.1) et dont la dérivée f'(x) = 2x ne s’annule qu’en x = 0. En utilisant le résultat
concernant la dérivée de la réciproque d'une fonction dérivable, on en déduit que g est dérivable en dehors de 0 et

1 1
Vx>0, (VA = =L
g PPV 2vx

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.4

On définit la fonction
g:R — RS
X — expx
comme la fonction réciproque de la fonction
f:Rf — R
x — Inx
1

qui est dérivable sur R} et dont la dérivée f'(x) = 1 ne s’annule pas. En utilisant le résultat concernant la dérivée de la
réciproque d’'une fonction dérivable, on en déduit que g est dérivable sur R et

1
VxeR, (expx) = = =expx

Retour a I'exercice A



Aide 1, Exercice A.2.5

Dans chacun des cas faire apparaitre
lim J(x) = f(xo)

X=X  X— Xg

avec f et xp judicieusement choisis.
Sila fonction f est dérivable en xy, la limite sera alors égale a f'(xg).

Retour a I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.5

— Pour i) on peut choisir f(x) = e*, xo = 0.
— Pour ii) on peut choisir f(x) =Inx, xo = 1.
— Pour iii) on peut choisir f(x) =In(1 + x), xp = 0.
Ou plus simplement utiliser le résultat ii) en posant ¢ = 1 + x, on aura alors

. In(Q+x) . In(
lim — =lim —— =1.
-0 X —1t—1
— Pour iv) on peut écrire
inx—¥ ginx—23 _z
siny—-5  sinx—-; xX-3
1 _I -1
COSX — 5 X—3 COSX — 5
Pour le premier terme choisir f(x) = sinx, xo = 5, pour le deuxiéme choisir g(x) = cosx, xo = 3.

La limite quand x tend vers % sera alors égale a

f'(3)
g'(5)
— Pour v) on peut écrire
sin(x— %) :_sin(x—%) . =% xl
1-2cosx w7 cosx—% 2

Pour le premier terme, en posant ¢ = x — , on retrouve la limite classique

. sint
lim— =1.
—0

1 2
Pour le deuxieme terme, choisir f(x) = cosx et xp = % La limite vaut - =——.

—Sin§ \/§




— Pour vi) on peut écrire

ex—e‘x_(ex—1)+(1—e‘x)_ex—1 e‘x—l_ex—l X e ¥-1 X

: : == : = X —+ X ——.
sin x sin x sin x sin x X sin x -X sin x
On retrouve la limite classique
. x
lim—— =1.
x—0 sin x
X _
On peut utiliser le résultat de i), lirr(l) 1.
x—0 X
e ¥-1 L et . oel-1
Et enfin pour , €n posant f = —x, on se ramene a hn%) = hn(l) " =1.
—0 —Xx t—

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.6

Etudier les résultats concernant la dérivée de produit, somme, composée, ..., de fonctions dérivables.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.6

(x®-3x*+6x-6)e") = x%e*
X\\/ 1
(ln(tan—)) = —
2 sin x
sin3x?)’ = 6xcos3x®
(cos2 (3sin4x))’ = —24cos4xcos(3sin4dx)sin(3sin4x)
2XCoSX
«a +x2)cosx)/ _ ecosxln(1+x2) —sinxIn(1 +x2))
1+ x2
4x—-3
(n|2x*>-3x+1)) = ————
2x2-3x+1
+Arct , 5
rctanx| =
1+ x2 (1+x2)2 1+x2

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.6

Procéder par récurrence sur n, I’ordre de dérivation.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.6

. () _ . z
sin'”x = s1n(x+n2)

cos

=
Il

(x+n2)
COS(Xx n—
2

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.6

Utiliser la formule de Leibniz.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.6

5
k=0
= (x®+15x% +60x+60)e”

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 4, Exercice A.2.6

Utiliser la formule de Leibniz.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 4, Exercice A.2.6

n
((xZ + l)ex)(") = Z C’,i(xz + 1)(k) (ex)(n—k)
k=0

= (P+2nx+nn-1)+1)e"

Frx+DH? = Y kP e+ pmnh
k=0

(n—1)

= n!|x*+2nx(x+1)+ (x+1)?

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 5, Exercice A.2.6

(re-)voir la partie du cours traitant des fonctions circulaires et de leurs inverses.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 5, Exercice A.2.6

- o 2 il ]
(Arcsin(2x+1)) = TR (Vx e > ,0D)
1+x)
(Arctan 1 —x) = T+ 22 (Vx#1)

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.8

La fonction f est un produit, donc il faut utiliser la formule de Leibnitz.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.8

Quelle est la dérivée k¢™¢ de la fonction g(x) = (x —c)P?

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.8

p!
k

) () — —k
g (X)—(p_ )!(x—c)p .

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 1, Exercice A.2.8

Utiliser le résultat précédent avec ¢ = a puis c= b et p = n.
k varie entre 0 et n.

Retour a I'exercice a



Aide 5, Question 1, Exercice A.2.8

On obtient )

) = n'Z( )(x—a)”‘k(x—b)k.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.8

Si a= b, on a alors

fx) = (x—a)®".

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.8

Lexpression obtenue avec la formule de Leibnitz est toujours valable, mais elle devient plus simple.
On obtient une premiere expression de £ (x).

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.8

D’autre part il est possible de calculer directement la dérivée n¢™¢ de f.

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 2, Exercice A.2.8

Reprendre la fonction g avec ¢ = a, p = 2n et k = n, on trouve
2n)!
f(n) (x) = %(X— a)n.

Comparer avec la premiere expression et conclure.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.9

f n'est pas continue en 0 (voir exercice de TD du chapitre 4) et donc f n’est pas dérivable en 0.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.9

Vx#0, f(x+f(0):sinl

=

n’'a pas de limite quand x — 0. Donc f n’est pas dérivable en x = 0.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.9

Vx#0, f(x+f(0) :xsml

tend vers 0 quand x — 0. Donc f est dérivable en x =0 et on a f'(0) = 0. D’autre part f est bien str dérivable en x # 0 et
on a (appliquer les résultats sur la dérivée d'un produit, d'une composée, ..., comme d’hab.)

1 1
Vx#0, f'(x)=2xsin——cos—
X X

f'(x) n’a pas de limite quand x — 0, donc f’ n’est pas continue en 0 (On dit que f est dérivable, mais pas de classe C').

Retour a I'exercice A



Aide 1, Exercice A.2.11

Il suffit de dériver les deux membres de I'égalité f(—x) = f(x) (resp. f(—x) = — f(x)), valable pour tout x € Rsi f est paire
(resp. impaire).

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.12

Utiliser le théoreme de Rolle (vérifier les hypotheses) et raisonner par récurrence.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.13

Pour les fonctions sin, cos, tan, utilisez la formule des accroissements finis avec a =0, b = x.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.13

dc €]0, x[ sinx—sin0 = xcosc.

On ne connait pas ¢, mais on peut majorer cosc.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.13

O<c<x
Or
T
O0<x<-—
2
Donc
/1
0<c<—.
2
Donc
1>cosc>0
Continuer.

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 1, Exercice A.2.13

De plus x est STRICTEMENT POSITIF ( attention a la manipulation des inégalités) donc
0<cosc<l=0<xcosc<x=0<sinx<x.

Faire quelquechose de similaire pour I'encadrement de cos x.

Retour a I'exercice a



On a donc

Comme précédemment

Aide 5, Question 1, Exercice A.2.13

3¢’ €]0,x[ cosx—cos0=—xsinc'.
cosx=1-xsinc

T
0<c <=,
2

Retour a I'exercice A



Aide 6, Question 1, Exercice A.2.13

Utiliser ce qui précede pour encadrer sin ¢’

Retour a I'exercice a



Aide 7, Question 1, Exercice A.2.13

D’apres ce qui vient détre démontré
0<sinc <.

Retour a I'exercice A



Aide 8, Question 1, Exercice A.2.13

De plus ¢’ < x, donc
0<sinc' < x.

Retour a I'exercice A



Aide 9, Question 1, Exercice A.2.13

x est STRICTEMENT POSITIE donc —x est STRICTEMENT NEGATIE donc

2

0<sinc < x=0>-xsinc’ >-x*=1>cosx>1-x°.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.13

dc€]0,x[, tanx —tan0 = x(1 + tan? c).

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.13

O<c<x
Or
T
O0<x<-—
4
Donc
/1
0<c<-—.
4

La fonction 1 + tan? est strictement croissante, donc

l<l+tan®c<?2

Terminer.

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.13

De plus x est STRICTEMENT POSITIF ( attention a la manipulation des inégalités) donc

1<1+tan20<2:>x<x(1+tanzc)<2x:x<tanx<2x.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.14

Utiliser la formule des accroissements finis (vérifier ses hypotheses) sur f, puis g. Dire pourquoi le rapport des deux
expressions obtenues est possible.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.14

Utiliser la formule des accroissements finis (vérifier ses hypothéses) sur ¢. Dire pourquoi g(a) # g(b).

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.15

On obtient immédiatement

¢(a)=0

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.15

¢ est une somme de constantes, de monoomes et de fonctions composées utilisant la fonction f.
Pour chacune des fonctions composées a partir de f, vérifier que 'on se trouve dans le domaine de dérivabilité de

f.

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.15

La fonction qui a x associe 3= est dérivable.
Vérifier que de plus x’ = ©2* est compris entre a et b.

On pourra en déduire que f est dérivable en x'.

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 1, Exercice A.2.15

Pour la dérivée de ¢, utiliser les résultats sur la dérivée d'une somme, sur la dérivée d'une fonction composée.

Retour a I'exercice a



Aide 5, Question 1, Exercice A.2.15

On obtient

a+x X—a
=

/ _1 ! _l/
¢ =37 2f( 2 4

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.15

Bien vérifier que toutes les hypotheéses du théoréeme de Rolle sont satisfaites.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.15

On a bien str

¢(a) = p(b) =0

Mais également, ¢ est dérivable sur [a, b], donc continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b|.
On peut donc utiliser le théoréme de Rolle, on obtient le résultat recherché.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.15

A quelle fonction faut-il appliquer le théoreme des accroissemnts finis?
Entre quels points?

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.15

On note dans la question précédente un accroissement, d’ot1 'idée de choisir la fonction f”.

On choisit
a+c

a=c b=
2

Quevauta’' — b'?

Retour a I'exercice A



Aide 3, Question 3, Exercice A.2.15

Laccroissement de la question précédente peut donc s’écrire

1c Ay £1(7
L@ - )

a —b

Vérifier que les hypotheses du théoreme des accroissements finis sont satistaites.

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 3, Exercice A.2.15

a—b'>0donch' <da.
Pour appliquer le théoréme des accroissements finis, il faut donc vérifier que f’ est continue sur [V, a'] et dérivable
sur b, d'l.

Retour a I'exercice A



Aide 5, Question 3, Exercice A.2.15

On sait que f" est définie sur [a, b], donc f’ est dérivable sur [a, b].
On a donc f' continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, bl.
De plus [V, a'] < [a, b].
Donc f’ continue sur [V, a'] et dérivable sur |1, a'[.

Retour a I'exercice a



Aide 6, Question 3, Exercice A.2.15

On peut donc appliquer le théoreme des accroissements finis.
Il existe d €]V, d'[ tel que

0 ,(a+c
SO-F(F) -
- 2

C al_b/

— fl/(d)

a

2
Il reste a montrer que d €]a, b|.

Retour a I'exercice a



Aide 7, Question 3, Exercice A.2.15

On sait
a+c

a=b'<d<ad = <b.

Donc
de€la,bl.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 4, Exercice A.2.15

Ecrire que ¢(b) = 0.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.16

Utiliser la formule des accroissements finis entre x et 0 pour obtenir f(x) = f(x) — f(0) = f'(c)(x—0) = f’(c)x et donc la
majoration
VxeR, |f(x)]=qlx|

Retour a I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.16

On peut montrer par récurrence que
VneN, VxeR, [f"x)|<q"|x.

Pour cela on suppose la propriété vraie au rang n puis il suffit d’écrire que
[ = ().

On a donc

L0 = 1 () < g1 f (0],

et puisque | f(x)| = g|x|, on obtient
|fﬂ+1(x)| Sqn+1|x|.

On conclut en utilisant 0 < g < 1.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.17

Utiliser la formule des accroissements finis entre deux réels quelconques x; et x,. On remarquera qu'’il suffit alors de
f'(x) # 0 pour tout x € R pour conclure a I'injectivité de f.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.17

Utiliser la formule des accroissements finis entre x et 0. Comme on a f’(c) > 1 pour tout ¢ € R, on obtient :

VxeR", f(x)-f(0)
VxeR™, f(x)—-f(0)

fllox=x

fllox=<x

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3a, Exercice A.2.17

Par hypothese xp = y — f(0) = 0 et il suffit d’utiliser le résultat du 2.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3b, Exercice A.2.17

On a obtenu f(0) < y < f(xp). Par le théoréme des valeurs intermédiaires (vérifier ses hypotheses), on obtient I'existence
d'unréel x € [0, xp] tel que y = f(x).

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 4, Exercice A.2.17

Refaire le raisonnement ci-dessus dans le cas y < f(0). On en déduit que f est surjective, et donc bijective (car en 1. on a
prouvé l'injectivité).

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.18

La formule des accroissements finis fait merveille. On I'applique a F(¢) =Int entre x et y. On remarquera que si 0 < x <
1_1_1
z<y,alorso<;<z<}.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.18

Utiliser la formule précédente avec x = k et y = k + 1. Il suffit ensuite de faire la somme des inégalités obtenues.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.18

Dans ce qui précede, F(t) = In ¢ est une primitive de f(z) = % D’ou l'idée de refaire le raisonnement précédent avec une

primitive de f(¢) = 7.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.18

f) = ﬁ est du type u'/u. Une primitive est F() = Inlnz.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1a, Exercice A.2.19

P; est triviale.
Pour P, traduire la propriété de convexité de f en choisissant ¢ = %

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1b, Exercice A.2.19

La propriété est vraie pour n =1 et n=2.
On suppose que P, est vraie.
Montrer que P;,; est vraie.
Suivre le conseil donné et introduire a.

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 1b, Exercice A.2.19

On a donc
X1 +..+tXx,=na

Utiliser cette relation pour exprimer

x1+...+xn+xn+1)
n+1 i

f

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1b, Exercice A.2.19

1

X1+ ...+ X+ X401 n
):f a+ ——Xn+1|.
n+1 n+1 n+1

Utiliser la convexité de f sur I.

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 1b, Exercice A.2.19

a et x,.1 appartiennet a I.
On peut choisir

Cn+1’
donc
1-t=

n+1’
On applique la propriété de convexité.

Retour a I'exercice a



Aide 5, Question 1b, Exercice A.2.19

n 1 n 1
a+——x <—fla+—[(x .
n+1 n+1 il n+1f( ) n+1f( n+1)

f

Appliquer I'hypotheése de récurrence a f(a).

Retour a I'exercice A



Aide 6, Question 1b, Exercice A.2.19

x1+...+xn) - FD) +o+ fxn)
n B n '

fl@=f(

Multiplier par le nombre positif 75 et terminer le calcul.

Retour a I'exercice A



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.19

Appliquer le résultat précédent a la fonction convexe f(x) = x2.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Exercice A.2.20

Non, pas forcément, trouver un contre-exemple.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.20

Beaucoup de contre-exemples possibles.
On peut prendre
fx)=x*-2, gx) =x*, gof(x)=x*—4x*+4.

f et g sont convexes sur R, gof ne l'est pas : il suffit de calculer les dérivées secondes pour s’en convaincre.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.21

(Re-)lire le cours traitant des fonctions circulaires et de leurs réciproques. La seule difficulté est de prendre I’argument
dans le bon intervalle.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.21

. . T 4
Arcsin (sm —) = —=
6 6
. ( . 5w ) 7T
Arcsin [sin— | = —
6 6
( 51 ) 51
Arccos[cos—| = —
6 6
. . ) /1
Arcsin [sin—| = ——
6 6
( n ) 51
Arccos[cos—| = —
6 6

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.21

Vérifier la formule pour x = -1 et x = 1.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.21

Pour -1 < x < 1, vérifier que (Arcsin x + Arccos x)' = 0. Conclure que Arcsin x + Arccos x est une constante. Prendre une
valeur de x judicieusement choisie pour calculer sa valeur.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 3, Exercice A.2.21

Pour tout —1 < x < 1, on a sin(Arcsin x) = x et cos(Arccos x) = x. On utilise des formules trigonométriques (simples, du
style sin26 = ---, ...) pour se ramener a ces cas.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 3, Exercice A.2.21

sin(2Arcsinx) = 2xV1-—x2

sin(2Arccosx) = 2xV1-—x?

cos(2Arcsinx) = 1-2x%

cos(2Arccosx) = 2x2 -1

Retour a I'exercice A



Aide 1, Exercice A.2.22

Pour f1, D; = [-1,1].
Pour f,, Dy =R.
Que signifie
{ y=arcsinx
x€e[-1,1]

Retour a I'exercice a



Aide 2, Exercice A.2.22

D’apres la définition
{ y = arcsinx Q{ x=siny

xe[-1,1] VE =52

On a donc toujours
siny = sinarcsin x = x.

Donc
Vxe D, filx)=x.

yI4

Pour f5, réduire I'intervalle d’étude afin de se ramener dans l'intervalle | -7, 7 |.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Exercice A.2.22

(1) f> est périodique,
(2) f> estimpaire et
@) falmr—x) = fa(x).
Utiliser toutes ces propriétés, pour réduire I'intervalle d’étude de f>.

Retour a I'exercice a



Aide 4, Exercice A.2.22

La propriété (1) permet |’étude sur un intervalle [a, a + 27], on obtient ensuite la courbe sur R par translation.

Retour a I'exercice a



Aide 5, Exercice A.2.22

La propriété (2) suggere de choisir a = —x, on étudie sur [0, 7], on effectue une symétrie par rapport a O et on obtient la
courbe sur [, 7].

Retour a I'exercice a



Aide 6, Exercice A.2.22

La propriété (3) permet de restreindre 'étude sur [0, Z ], puis d’obtenir la courbe sur [0, 7] en effectuant une symétrie par
N . )2 . z
rapport a la droite d’équation x = 7.
Que vaut f>(x) pour x € [0, Z]?

Retour a I'exercice a



Aide 7, Exercice A.2.22

En appliquant la définition on trouve
/2
Vxe [o, E] , f(x) = x.

Retour a I'exercice a



Aide 8, Exercice A.2.22

On trace la courbe étape par étape :
sur [0, 7]

puis sur [0, 7]

puis sur [—7, 7]

et enfin sur R.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 1, Exercice A.2.24

Commencer par vérifier que f est bien définie sur tout R.

Montrer que f est injective.

Déterminer F =Im f.

Alors f sera bijective de R dans F et on saura que f admet une fonction réciproque g définie sur F et a valeurs dans
R.

Retour a I'exercice A



Aide 2, Question 1, Exercice A.2.24

Montrer que f est strictement monotone, donc injective.
Utiliser les résultats du chapitre5.

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 1, Exercice A.2.24

On calcule la dérivée de f et on trouve
3

2(x2 + x+1)3/2°

La dérivée est strictement positive donc f est strictement croissante sur R, donc f est injective.

=

Retour a I'exercice A



Aide 4, Question 1, Exercice A.2.24

Il faut maintenant déterminer Im f.
Calculer

im0, lim 0.

Il faut lever les indéterminations.

Retour a I'exercice A



Aide 5, Question 1, Exercice A.2.24

Quand x tend vers +oo, on a une indétermination de la forme 1;00
Quand x tend vers —oo, on a une indétermination de la forme ==

Retour a I'exercice a



Aide 6, Question 1, Exercice A.2.24

Pour lever ces indéterminations, on peut mettre x en facteur au numérateur et au dénominateur.

Retour a I'exercice a



Aide 7, Question 1, Exercice A.2.24

Quand x =0, Vx2 = x.
Quand x <0, Vx*=—x.

Retour a I'exercice a



Aide 8, Question 1, Exercice A.2.24

On trouve :
Jim S0 =2, lim 700 =2
D’otimf =] -2, +2[.
f est donc bijective de R dans | —2,2[.
Elle admet donc une application réciproque g dont le domaine de définition est ] —2,2[.

Retour a I'exercice a



Aide 1, Question 2, Exercice A.2.24

f est dérivable sur R ET f’ ne s’annule pas, donc g est dérivable sur son domaine de définition.

Retour a I'exercice a



Aide 2, Question 2, Exercice A.2.24

Quelle est I'expression de g'(x)?

Retour a I'exercice a



Aide 3, Question 2, Exercice A.2.24

/ _
&0 =5t

Pour avoir g’(1), il faut donc déterminer g(1).

Retour a I'exercice a



Aide 4, Question 2, Exercice A.2.24

2a+1
a=gl)el=fla)ol=———<2a+1=Va*+a+1.
Va2l +a+1

Continuer.

Retour a I'exercice A



Aide 5, Question 2, Exercice A.2.24

Attention a = 8, n’est pas équivalent a a® = 2.
On a seulement une implication, pour la réciproque, il faut de plus que a et § aient le méme signe.

Retour a I'exercice a



En déduire g'(1).

Aide 6, Question 2, Exercice A.2.24

2a+1=0 2a+1=0
2a+1=\/a2+a+1©{ a o{ a < a=0.

Ra+1)2=a’+a+1 3a®+3a=0

Retour a I'exercice A



Aide 7, Question 2, Exercice A.2.24

g'=

70 3

Retour a I'exercice A



	Dérivation
	Dérivée
	Définition et exemples de dérivées
	Somme, produit, quotient de dérivées
	Composition des dérivées
	Extrema (minimum ou maximum)
	Dérivées d'ordre supérieur

	La formule des accroissements finis
	Formule des accroissements finis
	Caractérisation de la monotonie
	Application au calcul d'erreur
	Fonctions convexes

	Les fonctions réciproques
	Dérivée des fonctions réciproques
	Fonctions circulaires réciproques
	Fonction racine nième


	Exercices
	Exercices du chapitre 5
	Exercices de TD

	Exemples
	Exemples du chapitre 5

	Documents
	Documents du chapitre 5


