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Seul document autorisé : Formulaire manuscrit.
Bareme indicatif : 6, 5.5, 8.5

La clarté et la rigueur de la rédaction seront prises en compte.

Exercice 1. Dans cet exercice les questions sont indépendantes.

1. On place dans un sac 5 billets de 5 €, 7 billets de 10 € et 10 billets de 20 €. On prends au
hasard une poignée de 8 billets, chaque billet ayant la méme probabilité d’étre pris.
Quelle est la probabilité de n’avoir pris aucun billet de 5 €7

Notation : On notera A = { n’avoir aucun billet de 5 €}

2. Soient X et Y deux v.a. indépendantes de méme loi géométrique G(a) ot a € |0, 1[. Déterminer
P(X =Y).

3. Soit Z une variable aléatoire de loi

avec A > 0, k € N et pour une constante ¢ convenable.
(a) Déterminer la valeur de c. Indication : On pourra utiliser le fait que k* = k(k — 1 + 1).
(b) Déterminer la fonction génératrice de Z.

(c) Calculer I'espérance de Z.

Exercice 2. Soit X une variable aléatoire de densité

1+z si -1 <z <0,
flz)=¢ 1—2 =i 0<xz<1,
0 sinon

1. Calculer la fonction de répartition Flx.
2. Calculer la variance de X.
3. Calculer P (X <1, X2 < 1).

4. Déterminer la fonction de répartition Fy de la variable aléatoire Y = X?2. Puis, en déduire la

densité de Y.

5. Déterminer P(|.X| > a).
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Exercice 3. La probabilité d’observer une maladie dans une population est p. Cette maladie peut
étre détectée sans erreur par un dosage sanguin. On souhaite déterminer par ce dosage le nombre de
personnes malades sur un échantillon de 100 personnes. Mais au lieu de tester le sérum de chaque
individu, on partitionne au hasard 1’ échantillon en 10 groupes de 10 personnes dont on mélange
les sérums. Si le test est négatif, sur I'un de ces mélanges, on considere que les 10 personnes corres-
pondantes sont toutes négatives et ’on est ainsi dispensé des 10 tests individuels. Si au contraire,
le test est positif, c’est qu’alors au moins une personne est atteinte de la maladie et il faut tester
séparément chacun des 10 sérums ayant participé au mélange, on doit donc, dans ce cas, effectuer 10

tests supplémentaires.
1. Trouver les probabilités que, dans un groupe, on observe :
(a) aucune personne malade,
(b) une et une seule personne malade,
(c¢) au moins une personne malade.

2. Soit N le nombre total de tests a effectuer avec cette méthode de partition d’un échantillon de

100 personnes.

(a) Quelle est la loi de la variable aléatoire X définissant le nombre de groupes pour lesquels

il faut faire 10 tests supplémentaires ?
(b) Exprimer la variable aléatoire N en fonction de X.
(c¢) Déterminer P(N = 110).
(d) Déterminer P(N = 100).
3. Calculer le nombre moyen de tests E[N] et la variance du nombre des tests Var(N).

4. Déterminer les valeurs de p pour lesquelles, en moyenne, la méthode de partitionnement offre

plus d’intérét que la méthode qui consiste a tester les 100 individus.



