Final - SY01/A19. Durée 2 heures, 2 pages, 4 exercices.

Seul document autorisé : Formulaire manuscrit. Calculatrices interdites.
Bareme indicatif :x, y, z, t.
La clarté et la rigueur de la rédaction seront prises en compte.

Exercice 1. Dans cet exercice les questions sont indépendantes.

1. Soit Y une variable aléatoire (v.a.) de loi de Bernoulli de parametre p (notée B(p)). Soit
X, (respectivement X,) une v.a. de densité f; et de moyenne p; (respectivement fy et de
moyenne fi5). On suppose que la v.a. Y est indépendante des v.a. X;, i € {1,2}. On définit
X=YX1+(1-Y)X,.

(a) Exprimer la fonction de répartition de X en fonction de p et des fonctions de répartition
de X; et de X,.
Corrigé : P(X <z)=PYX1+(1-Y)Xo <z|Y =0)PY =0)+P(YX;1+(1-Y )X, <
zlY = 1)P(Y =1) = (1 —p)P(Xs < z) + pP(X; < ), ou dans la derniere égalité nous
avons utilisé I'indépendance.

(b) Exprimer E[X] en fonction de p, p; et ps.
Corrigé : De la question précédente on a que la densité de X est donnée par f(z) =
pfi(x) + (1 = p)fa(z). Dot E[X] = ppy + (1 = p)pe.

2. Soient a et b deux nombres réels tels que 0 < a < b. Soit X une variable aléatoire de loi
exponentielle E(5) avec A > 0, i.e. admettant la densité f définie par :

1 .,
fl@) = e o rocl ().
(a) Calculer la fonction de répartition F' de X.

Corrigé :
F(@) = (1= )1 4o (2).
(b) Calculer pour tout z € R, G(z) = P(X < zla < X <b).
Corrigé : G(z) = 0 pour z < a, sinon

P(a < X <min(z,b)) e ¥ —e2/*

C) = =z 2 e ) o),

3. Soient X1,..., Xj000 des variables aléatoires indépendantes et de méme loi uniforme sur |0, 1].
Soit M le nombre d’entre elles comprises entre 1/4 et 3/4.
Indication ®(4/4/10) ~ 0.8962.

(a) Déterminer la loi de M.
Corrigé : On peut poser M = Z;ﬂﬂo Lj0.25, 0.75/(X;), ainsi M suit la loi B(1000,0.5), de
moyenne 500 et de variance 250.

(b) Déterminer par approximation normale P(|M — 500| > 20). Justifier votre réponse.
Corrigé :
M — 500 20 4
> ~P(|X|>—
V250 | V 250) (11 V10

ou I'approximation de la probabilité est due au Théoreme de la limite centrale. Or

P(|M - 500| > 20) = P )

4
P(X]| > ¢_1_o) = 2(1 — ®(4/v10)) ~ 0.21.



D’ou
P(|M —500| > 20) ~ 0.21.

Exercice 2. On suppose que le nombre de blessés arrivant a un service des urgences un jour donné
suit la loi de Poisson de moyenne 6. Sachant que les victimes potentielles sont réparties équitablement
entre les deux sexes, on note X le nombre de femmes qui figurent parmi les blessés et Y le nombre
d” hommes.

a- On note n > 0 le nombre de personnes arrivées aux services des urgences et k le nombre de
femmes.
Calculer P(X = k|X +Y = n). De quelle loi s’agit-il 7
Corrigé : n étant le nombre de personnes arrivées, nous avons P(X = k|X +Y =n) = CrF&
pour 0 < k < n i.e. laloi est une B(n,1/2).

b- Etablir les lois de probabilités de X et Y.
Corrigé : P(X = k) =YX P(X = kX +Y =n)P(X +Y =n) =" P(X = k|Y =n —

n=~k n=~k
_ PPN _ _ +o0 n! 67e 6 +oo  6mne S 63k +oo 37—k
k)P(X+Y =n)dou P(X = k) =37 T n—R) Nl T 2un=k (n—R)K € B 2un=k (n=R)
k l k k . . . <
’6% ;;Og % = 6*61—,63 = 6*3%. Il s’agit donc de la loi de Poisson de parametre 3.

c¢- Donner 'espérance mathématique de X et Y, ainsi que leurs écarts-types.
Corrigé : E[X] = E[Y] =3 et Var(X) =Var(Y) = 3.
d- Evaluer P(X =k, X +Y =k + h), et en déduire que X et Y sont indépendantes.
Corrigé : P(X =k, X+Y =k+h) = PX =kX+Y =k+hPX+Y =k+h) =

Ch_y(3) e 85 dolt P(X =k, X +Y =k+h) =33 = P(X = k)P(Y = h).

e- Quel type d’ événement(s) nous permettrait de calculer la probabilité qu’il y ait autant d’hommes
que de femmes admis aux urgences ?
Indication : On ne demande pas de faire les calculs.

Corrigé : les événements du type {X = Y} et il faudrait calculer
PX=Y)=>,nPX=kPY =k).

Exercice 3. Soit (X, Y') un vecteur aléatoire de loi absolument continue dont la densité f est donnée

par
flz,y) = §6‘5(4””2+2’”y+y2), V(z,y) € R%.

Indication : On pourra utiliser la densité d’'une v.a. de loi N(m,o?).

1. Déterminer la densité fx de la v.a. X. En déduire le nom et les caractéristiques de la loi de X.

Corrigé :
342
fx(z) = 2_\/36—5(4w2+2$y+y2)dy _ \/gg 2 /G_é(y”)zdy
R 4T T R
or
1 6_%(y+x)2

V2r

est la densité d’'une v.a. de loi N(—zx, 1), donc son intégrale vaut 1. Ainsi,

fx(z) = ﬁ;—;x,

et donc X suit la loi N(0,1/3).



2. Déterminer la densité fy de la v.a. Y. En déduire le nom et les caractéristiques de la loi de Y.

Corrigé :
3,2
fY(y) \2/_6 é 41’2‘*‘2951/4-1/ )d$ = @ / e_§ Z“f‘y)zdl:
s T .
or
2 e—%(z—i—%)?
V2T

est la densité de loi N(—y/4,1/2), d’ou la v.a. Y admet pour densité fy (y) = ‘/;i/i , Yy e R.
Y suit la loi N(0,4/3).

3. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
Corrigé : Les v.a. ne sont pas indépendantes car

f(X,Y)(':E7y) 7£ fX(x)fY(y)av(%?/) € R2~
Tournez la page!
Exercice 4. Soient X et Y deux v.a. indépendantes de méme loi de Bernoulli de parametre p

(0<p<1).OnposeU=X+Y etV =XY.

1. Déterminer la loi du couple (U, V'), on indiquera I’ensemble de valeurs que le couple (U, V') peut
prendre.
Corrigé : Remarquons que U(Q2) = {0, 1,2} et V(©2) = {0,1}. Donc le couple a des valeurs
dans U(Q2) x V(£2). Ainsi pour tout (x,y) € U(Q2) x V(Q2), on doit déterminer P(U = z,V = y).

P(X=0,Y =0, XY =y)=(1—p)? si y=0,

P(U—O,V—y)—P(X+Y—O,XY—y)—{0 G o1

PU=1V=y)=PX4Y =1,XY =y)=P(X=0Y =1, XY =y)+P(X =1,Y =0, XY =)

([ P(X=0,Y=1)+P(X=1Y=0=2(1—p), si y=0,
10 si y=1.

PU=2V=y)=PX+Y=2XY=y=PX=1Y=2XY=y)
[ PX=1LY=1)=p* s y=1,
10 si y=0.
2. En déduire les lois marginales de U et V.
Corrigé : Par la formule de probabilités totales on a

= ) PO =),
yeV(w)

ainsi

PU=0)=PU=0,V=0)+PU=0V=1)=(1-p)
PU=1)=PU=1V=0)+PU=0,V=1)=2p(1—p)
P{U=2)=PU=2,V=0)+PU=2,V=1)=p"

Par ailleurs, on reconnait que V' suit loi B(p?).

3



3. Calculer de deux manieres différentes I'espérance de U notée E[U]), ainsi que celle de V', notée
E[V].
Corrigé : Par les lois marginales on a

E[U] = 2p(1 — p) + 2p* = 2p et E[V] = p*.
Par définition des v.a. on a
E[U] = E[X]+ E[Y] =2pet E[V] = E[X]E]Y] = p*.

4. Calculer Cov(U, V). Les variables U et V sont-elles indépendantes ?
Corrigé : Par définition, on a

Cov(U,V) = E[UV]-E[U|E[V] = E[(X+Y)XY]-2p° = E[XYE[Y]+E[Y?E[X]-2° = 2p*(1—p).

Les variables U et V ne sont pas indépendantes, car si elles I’étaient leur covariance serait nulle
(attention, la réciproque est fausse), ce qui n’est pas satisfait pour le p de I’énoncé qui satisfait
0<p<l.



