Exercice 3. Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes de loi commune ().

1. Donner la loi de X + Y en utilisant le produit de convolution.
Corrigé : (fx * fy)(z) = N [ el el Mgy = Ne N alp .

*

2. Si Z est une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre At et soit m € N.

(a) Montrer que P(Z <2)=P(X +Y >1).
Corrigé : P(X +Y > 1) = ftoo A2e ™ xdx ce qui donne par intégration par parties
—Arel=2#H > 4 P(X > t) = e MMt + e, Par ailleurs P(Z < 2) = P(Z =0)+ P(Z =
1) = e M 4 e Mt

(b) Déterminer la fonction génératrice des moments de Z.
Corrigé :

> . N )\t = (Atet)E i
X]:Zekp<z Zeke /\t _ Atz o :e)‘t( 1)_
k=0

k=0 k=0
3. Soit la variable aléatoire U = e

(a) Déterminer la densité de la variable aléatoire U.
Corrigé : Pour z > 1 ona P(U > z) = P(e¥ > z) = P(Y > logz) = el™Alog} = z=2,
Donc la densité est fy(z) = Rrlps(= %) siA=1.
(b) Déterminer E[U].
Corrigé : E[U] = [["zfy(x)de = X [[F27*dz = 27 si A > 1. On voit donc qu'elle est
infinie (ou qu’elle n’existe pas! au sens du poly) pour A = 1.
(c) Evaluer E[U*], k > 2.
Corrigé :
-
P(U* > z) = P(U > 2/*) = P(Y > In(z"/*)) = exp (? ln(a:)) =g Mk s>
et P(U* > ) =1si0<x< 1. Alors U* suit la méme loi que U, mais avec parametre

Ak, done E[U*] = ff = 27 i A > k.

Exercice 4. La quantité de pain (en centaines de kilos) qu'un boulanger vend en une journée est
une v.a. de densité donnée par

ax si 0<z <3,
flx)=1 a(6—x) si 3<x<6,
0 sinon

1. Déterminer a.
Corrigé : On sait que la densité vérifie f > 0 et que [, f r f(x)dr =1, ces conditions entrainent
que a > 0 autrement on aurait une densité nulle et la deux1eme condltlon ne pourrais pas étre
satifaite. Le calcul de I'intégrale sous la condition égalité a 1, donne a = 1/9.



2. Déterminer la fonction de répartition [’ associée a f.

Corrigé :
0 si x <0,
1z — a2 ; <
Fa)—=1{ 9 f03 tdt o . s? 0<ax<3,
slotdt+5 [J(6—t)dt =2 -2 —1 si 3<z<6,
1 si x>6.

3. Quelle est la probabilité, qu’en une journée, soit vendu
(a) plus de 300 kilos de pain
Corrigé : P(X > 3) = ; fs

(b) entre 150 et 450 kilos de pain.
Corrigé : P(1,5 < X <4,5) = Fx(4,5) — Fx(1,5) = ¢

N =

4. Soit A I'événement défini par 3(a) et B celui défini par 3(b), les événements A et B sont-ils
indépendants 7
Corrigé: P(X >3,1,56 <X <4,5)=P(3< X <4,5)=2=P(X >3)P(1,5 < X <4,5),
d’ ou I'indépendance.



