Exos :

TD13 - Séance 2 du Chapitre 5

8,9, 13 et 15 du Chapitre 5

ETD-5-8 Dans une usine on produit des résistances dont la valeur en Ohms suit une loi normale de
moyenne 100 et de variance 0,26. On considére qu'une résistance est commercialisable si sa
valeur est de 100 Ohms a 1% prés.

a_

b-

Quelle est la probabilité p qu'une résistance soit commercialisable 7
Corrigé:
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Les résistances sont fabriquées indépendamment les unes des autres par lots de taille n.
On note S,, le nombre de résistances commercialisables dans un lot de taille n. Quelle est
la loi de S,, 7 sa moyenne 7 sa variance 7

Corrigé:
Su=D 1{m|s !
i=1

036
ainsi S,, ~ B(n,p), E[S,] = np, Var(S,) = np(1 — p), avec p = 0.95.

Soit X une variable aléatoire de loi binomiale de paramétres n et p. Donner, pour n
grand, une approximation de P(X < x) en fonction de n,p, z et ® (P est la fonction de
répartition d’une loi normale centrée réduite).

Corrigé: Les hypothéses du TCL étant vérifiées, on a

X —np T —np T —np
P(X <z)= < Oy | —Y—m———
{ vnp(l—p) — /np(l—p) } < np(1 —p))
ou Z ~ N(0,1).
Quelle est la taille minimale des lots qui assure qu’au moins 99% des lots contiennent plus
de 90% de resistances commercialisables 7
Corrigé:
0.9n — 0.95n
vn x 0.95 x 0.05

P(S, >09n)>099=1—& ( ) > 0.99 = 0.01 > ®(—0.229+/n)

& 0(—2.232) > &(—0.229v/n) & —2.232 > —0.229y/n = n > (9.74)* ~ 95.

Bien remarquer que la derniére équivalence est due au fait que ®(.) est une fonction de
rpartition, donc elle est croissante.

Calculs numériques : ®(1,961) ~ 0,975 et &(—2,232) ~ 0,01.



ETD-5-9 Soit Y une v.a. réelle uniformément distribuée sur U'intervalle [3,6]. Pour tout n > 0, on pose
X, =5n%s13<Y <3+ (4/n?) et X, =0, sinon. (cf. exercice 3.14)

a- Déterminer E(X,) et E(X?).
Corrigé: cf. exercice 3.14

Xn = 57121[3’3_’_7%](}/),

Ainsi, pour n > 2, on a

4
E[Xn] = 57’L2E[1[3’3+ﬁ](}/)] — 5n2P(3 <Y <3+ ﬁ)

— 5n? /3“42 Ly omd 20
3

Pour n =1, on a

E[X\] = 5PB <Y < 7)(x) = 5/6 Yi—s

Pour n > 2 A 100
E[X}] =25n"P(3<Y <3+ =) =—n’.
n 3
Pour n =1,
E[X?] =25P(3 <Y < 7)(%) = 25.

Bien remarquer que (x) est due au fait que la v.a. Y est telle que Y (Q) = [3, 6].

b- Calculer E(X,11X,12).
Corrigé: cf. exercice 3.14

4 100

_ 2 2
E[Xpp1 Xnio) = 25(n+1)%(n +2)°P(3 <Y < 3+ T 2)2> =3

(n+ 1)

c- La suite (X,,),>1 converge t-elle p.s. vers une limite ?

Corrigé: Soit Qp ={w € Q; 3 <Y (w) <6}, 0ona P(Q) = 1.

Yw € Qp, posons ng = no(w) = (\/ﬁw alors pour n > ng, Y(w) > 3 + %, c.a.d.

X,(w) =0 dés que n > nyg.
Par conséquent

PlweQ; lim X,(w)=0)=1<= X,, — 0,p.s.

n—ao0

d- La suite (X,,),>1 converge t-elle en probabilité vers une limite ?
Corrigé: La convergence p.s. entraine la convergence en probabilité, on a X,, — 0, p.

ETD-5-13 Soit f la fonction définie par
f(z) = a(l = 2) 1),
ou g > 0.



a- Calculer a pour que f soit une densité.
Corrigé: a > 0 et

1 0
a/(l—x)ﬁdleé—a/ Wdu=1=a=p+1
0 1

otl on a fait le changement de variables u =1 — .

b- Donner un algorithme permettant de simuler des v.a. de densité f.
Corrigé: On génére n réalisations indépendantes de la variable Y ~ U(]0, 1[) et on
calcule 7; = F~(y;) = 1 — (1 —y;)/B+1_ on obtient ainsi n réalisations de la variable X.
On a utilisé le fait que pour x €]0,1[, F(z) = Fx(r) =1 — (1 — z)°*L.

c- Soit A > f fixé. Donner un algorithme permettant d’approcher I'intégrale I définie par

I= /01(1 — u)*du.

Corrigé: Posons, [ = fol h(u) f(u)du. On sait par la LFGN que

hX)) + ...+ h(X,)

— I, p.s., n — o0,

il ne reste qu’a déterminer la fonction A(.). On sait que

1 (1—2)MF
I =FEhX) =8+ 1)/ h(u)(1 — u)’du < h(z) = ~——L—
0 f+1
ETD-5-15 On jette indéfiniment un dé équilibré. On note Xi, X5, ... les résultats successifs obtenus et

M, = min{ Xy, Xy, ..., X, } pour n > 1.

a- Soit € €]0, 1], exprimer I'événement {|M,, — 1| > ¢} a laide de X;,..., X, (traiter n =1
et n = 2 puis généraliser).

b- Montrer que (M,),>1 5 1. Peut-on en déduire la convergence presque-siire de (M) n>1
vers 1 (justifiez votre réponse sans chercher a justifier une éventuelle convergence presque-
stre) ?

Corrigé: Remarquons que pour tout n > 1on a M,, € {1,2,3,4,5,6}.

Alorson a {|M; — 1| > e} ={|X1 — 1] > e} = {X; > 2} ;

{|M2 — 1| > 6} = {| miH{leXQ} — 1| > 8} = {X1 > 2,X2 > 2} )

{IM,, — 1] > ¢} = {|min{Xy,...,X,,} — 1] > ¢} = {min{X;,...,X,,} < 1—-¢} U
{min{X;,..., X} > 1+¢e} ={min{X;,..., X,,} > 2} ={X; > 2;...; X,, > 2}.

P(IM, =1 >e)=P(X1>2;...,X,, >2)=P(X; >2) x--- x P(X,, >2)=(5/6)"

= iMoo P(| My — 1| > &) = limy_y100(5/6)" = 0 = (My)ps1 — 0 quand n — +oc.
Comme la convergence presque stire entraine la convergence en probabilité mais que la
réciproque est fausse en général, on ne peut pas en déduire la convergence presque stire.



