SY01/A21 - TEST - CORRIGE

(Durée : 45min - fiche recto-verso A4 autorisée)
Les réponses doivent étre justifiées soigneusement.

Exercice I (8 points)

Soit une piece de monnaie telle qu’a chaque lancer la probabilité d’obtenir pile est égale a p.
On réalise une suite de parties de pile ou face indépendantes jusqu’a la premiere apparition d’un
pile suivi d’un face, ou d’un face suivi d’un pile.

1. Décrire un ensemble fondamental associé a cette expérience.

2. Calculer la probabilité que le nombre total de lancers soit égal a n, pour n € N, n > 2.

3. Calculer la probabilité que le nombre de lancers soit pair.

Ensuite on réalise une deuxieme expérience aléatoire ou 1’on lance la méme piece jusqu’a la
prémiere apparition de pile deux fois consécutives.

4. Calculer la probabilité de devoir lancer la piece 4 fois.
Solution:

1. On peut considérer

Q= {PF,FP,PPF,FFP,PPPF,FFFP,..}

= J{w=(wi,way...,wn) iwy=Fi=1,....n—lLw, =P
n>2

oww; =Pi=1....n—1lw,=F}

2. Soitn € N;n > 2, I’évenement “n lancers ” se produit s’il y a n — 1 premiers lancers
qui donnent tous pile et le n-ieme est face ou inversement si les n — 1 premiers lancers sont
tous face et le n-ieme est pile. Or la probabilité d’obtenir n — 1 pile puis un face est par
indépendance des lancers p"~!(1 — p), et d’obtenir n — 1 face puis un pile est (1 — p)"~!p,
alors

P(n lancers) = p" ' (1 —p) + (1 —p)"'p

On peut vérifier aisément que Y_,,~, P(n lancers) = 1.

3. Le nombre de lancers jusqu’a obtenir pf ou fp peut étre pair ou impair, alors nous avons



P(nombre de lancers est pair) = P ( U {2n lancers})

neNn>1

= Y P ({2nlancers})

neN,n>1

= > p'A-p+QQ-p*p

neENn>1

=p(l—-p) > p"+({1-p™
neN,n>0

—p) 1 N 1

IR P B TR

__p 1-p

1+4p 2—p

Par example pour p = 1/2 cette probabilité vaut 2/3, et on peut vérifier que de maniére
générale elle est toujours supérieure a 1/2. 1l n’y a pas de symétrie entre pairs et impairs
dans ce modele.

4. Maintenant Q = {pp, fpp, f fop.pfop, [ ffop, fofop,pf fop, ...}, alors P(4 lancers) =
P(w e {ffop,pfor}) = (L —p)*p* + (1 — p)p* = (1 — p)p°

Exercice II (6 points)

Les résultats d’un test de détection d’une maladie doivent €tre interprétés en prenant en compte ses
performances . Notons /™ (resp. 1) le fait qu’un individu soit infecté (resp. non infecté), et 7+
(resp. T'7) le fait qu’un individu soit positif au test (resp. négatif). Les performances intrinseques
du test sont

- La sensibilité S, = P (T | IT) : la probabilité que le test soit positif sachant que la
personne testée est infectée ;

- La spécificité S, = P (7"~ | ) : la probabilité que le test soit négatif sachant que la
personne testée n’est pas infectée.

1. La valeur prédictive positive (VPP) d’un test est la probabilité qu'un individu choisit au
hasard dans la population soit vraiment infecté sachant son test est positif. Calculer la VPP
d’un test pour une population avec une proportion d’individus infectés égale a r, en fonction
de S, S, etr.

2. Une étude réalisée dans la ville A montrait que seulement 2% de la population était infecté.
Pour un test avec une sensibilité de 98% et une spécificité de 98 %, calculer la probabilité
qu’un individu choisit au hasard dans la ville A soit vraiment infecté lorsque il recoit un
résultat positif de ce test. Ce test remplit-il son role dans cette situation dans la ville A ?

Solution:



1. La probabilité d’étre infecté lorsque le test est positif (VPP) peut étre calculée en fonction
de S., S, et p en utilisant le théoréme de Bayes et la loi de probabilité totale comme suit

W PTTIMPIT) P(I[1M)PUT)
P(r|TY) = P (T+) T P(TTNIN+P(TTNI)
_ P(T [ IM)P(IY)
O P(TH | INPIY) +P(TH | I)P (1)
_ P |1m)P(Ir)
- P(TH | IH)PIH) + (1 =P(T~ | I7))P(I7)

et avec les notations de I’enoncé,

B Ser
CSer+(1=S)(1—7)

2. En remplagant les valeurs données dans la formule précédente, nous obtenons que dans la
ville A

98- 0.02
P(I|T") = 098 0.0 =0.5.
0.98-0.02 4 0.02 - 0.98

Cela veut dire que sachant qu’un individu regoit un test positif, I’individu a autant de chances
d’étre infecté que de ne pas I’€tre, donc le test détecte trop d’individus positifs et ne remplit
pas son role en ce sens. Malgré une sensibilité et une spécificité qui semleraient acceptables,
quand la proportion d’individus infectés est trop faible, le taux de faux positifs peut étre
assez élévé.

Exercice III (6 points)

1. On considere toutes les permutations des 26 lettres de 1’alphabet. Si I’on choisit une de ces
permutations au hasard, quelle est la probabilité qu’elle ne contienne aucun des trois mots
suivants : fish, rat, bird.

Solution:

1. Ici I’univers {2 est ’ensemble contenant toutes les permutations des 26 lettres de 1’alphabet,
donc le total de cas possibles est |2| = 26!. Nous sommes dans un modele d’équiprobabilité,
et ’ensemble F = P(Q), c’est a dire que toute permutation de 1’alphabet a la méme
probabilité 1/|€2| d’étre choisie.

Il faut compter les cas favorables, c’est a dire le nombre de permutations ne contennant
aucun des trois mots. Pour cela il est plus adapté de passer par le complémentaire et
compter le nombre de permutations contenant au moins 1’un des trois mots. On considere
les événements suivants dans € :

» A = {permutations ne contenant aucun des 3 mots}

* [}’ = {permutations contenant le mot fish}



* R = {permutations contenant le mot rat}

* B = {permutations contenant le mot bird }
On peut remarquer que A = F U RU B.

1. On va compter le nombre de cas favorables dans chacun de ces évenements,

* Le nombre de permutations avec le mot fish peut étre compté en considérant ces
4 lettres comme une seule, et donc il nous resteront 26 - 4 autres lettres a placer,
donc |F'| = (26 — 4 + 1)! = 23! permutations contenant ce mot,

* Pour le mot rat nous avons : |R| = (26 — 3 + 1)! = 24! cas favorables
* Pour le mot bird nous avons : |B| = (26 — 4 + 1)! = 23! cas favorables

2. Maintenant on s’intéresse aux permutations contenant 2 parmi ces trois mots
e fishetrat: |[FNR| = (26 —4 —3+2)! = 21!
o fishetbird: FNB ={,alors |[FFNB|=0
 ratetbird: RN B =, alors |[FNB| =0

3. Finalement, il n’y a pas des permutations contenant les 3 mots, donc |[FFN RN B| =0

En appliquant le principe de Poincaré, nous avons

P(A)=1—-P(A)=1-P(FURUB)
=1-[P(F)+P(R)+P(B)-P(FNR)—P(FNB)—P(RNB)+P(FNRNB)|
23! + 24! 4 23! — 21!
26!




