SYO01/A23 - MEDIAN

(Durée : 1h30 - fiche recto-verso A4 autorisée)
Les réponses doivent étre justifiées soigneusement.

Exercice I (5 points)

Soit (2, P(2),P) un espace de probabilité, soit {A, ..., A, } une partition de 2, et X : @ — N
s’écrit

X:1A1+2]1A2—|—...TLILA.

n

1. EBcrire X2 et In(X) de la forme a1 14, + asla, +...a,14,, avec ay, .. ., a, des constantes
réelles a préciser.

On considére maintenant n = 3, et une partition { Ay, Ay, A3} telle que P(A;) = P(A2) = P(A;3).

2. Déterminer la loi de X, de X? et de In(X).

3. Calculer E[X In(X)] et Var(X? — X).
Solution Exercice I:

1. Etant donné que le systéme d’événements {A,..., A,} est une partition de €2, pour tout
i,j €{1,...,n} tel que i # j, nous avons 14,14, = 0. En conséquence

X2 =14, +2%14, +...0%1y,,
In(X)=0+mn(2)1a, +...In(n)ly,.

2. Comme {A;, Az, A3} est une partition de €2, et ils ont tous la méme probabilité, alors
P(A;) = P(Ay) = P(A3) = 1/3. Nous avons que X (Q2) = {1,2,3}, X?(Q) = {1,4,9},
In(X)(2) = {0,1In(2),1n(3)}, et chacune de ces 3 variables suit respectivement la loi uni-
forme sur I’ensemble de ses valeurs.

3. Onpose Y = X In(X), alors Y suit la loi uniforme sur {0.21n(2), 31n(3)}, alors

~ 2In(2) +31n(3)
_ : ,

E[Y]

Onpose Z = X 2 _ X, alors Z suit la loi uniforme sur {0,2,6}, alors

Var[Z] = E[2?] - (E[2])* = 130 _ <2+6) _ 56

3 3 9

Remarque : Les v.a. X, X? et In(X) ne sont pas indépendantes deux a deux !



Exercice II (s points)

Un enfant souhaite collectionner 3 figurines distinctes, vendues dans des boites “surprise”. Chaque
boite contient une seule figurine de la collection et ’'unique maniere d’identifier la figurine con-
tenue dans une boite est d’ouvrir cette boite. On sait que les contenus des boites sont indépendants
et identiquement distribués selon la loi uniforme.

On s’intéresse a la variable aléatoire 7', correspondant au nombre de boites qu’il faut acheter pour
posséder au moins un exemplaire de chacune des 3 figurines. On écrit 7' = 17 + 15 + 15, ou Ty,
est le nombre de boites supplémentaires (sans compter celles déja achetées auparavant) nécessaires
pour obtenir la k-eme figurine différente, quand on en a déja £ — 1 différentes, pour k = 1,2, 3.

1.

2.

3.
4.

S.

6.

Quelle est la loide 17 ?

Justifier que 75 et T suivent la loi géométrique, dont on précisera les parametres.
Sont-elles indépendantes (justifier sans calcul) ?

Déterminer la loi de 75 + T5. En déduire la loi de 7.
Calculer E [T] et Var(T).

Quelle est la probabilité que I’enfant soit obligé d’acheter 4 boites ou plus pour avoir la
collection ?

Calculer la fonction génératrice de 7.

(Question bonus - 1pt) On considere le méme probléme, mais avec n figurines a collectionner.

7.

Calculer E [T].

Solution Exercice I1:

1.

2.

Au début, I’enfant n’a aucune figurine, alors P(77; = 1) = 1, il s’agit de la v.a. constante
égale a 1.

Le contenu de chaque boite étant indépendant et uniforme, une fois qu'on a ’'une des 3
figurines, a chaque nouvel boite achetée, la probabilité de retrouver la méme figurine que
I’on posseéde déja est de 1/3, et de tomber sur I’'une des deux manquantes de 2/3. Ceci est
fait de maniere indépendante jusqu’a ce que I’on tombe sur une différente de celle que 1’on
a déja, donc Ty ~ G(2/3). Un raisonnement similaire conduit a 75 ~ G(1/3).

Les v.a. Ty, T et T5 sont indépendantes, car d’une part, les tirages sont indépendants, donc
les figurines obtenues aprés en avoir eu k — 1 différentes sont indépendantes des précé-
dentes, et donc de 71, ...Ty_;. Et, d’autre part, connaitre les £k — 1 premiers types de fig-
urines obtenus ne renseigne pas sur les temps 77, ..., 7;_1 mis a les obtenir, puisque chaque
figurine est équiprobable.

Les v.a. T5 et T3 sont indépendantes, a valeurs dans N*, alors la v.a. T, + T3 est a valeurs
dans I’ensemble {n € N,n > 2}, et nous pouvons déterminer sa loi par la convolution des



lois de 15 et de T3. Pour tout n > 2, nous avons

n—1 n—1
k=1 k=1
n—1 9 k—1 1 1 n—k—1 9 1 n—1 1 1 — 2n—1
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Comme nous avons 7" = Ty + T3 + 1, cette v.a. est a valeurs dans N\ {0, 1,2} on en déduit
que, pourtoutn > 3, P(T =n)=P(Tr + T3 =n—1) = (2/3)"1 —2(1/3)"" L.

4. Par indépendance des v.a. 17, T5 et T3, en utilisant la linéarité de 1’espérance et les propriétés
de la variance, nous avons

3
E[T)=E[Ty + Ty + T3] = E[T1] + E[T5) + E[T3] = 1 + 2 +3=05.5,

Var(T') = Var(T| + Ty + T3) = Var(1}) + Var(T3) + Var(73) = 0 +

91 g2

43 73 4
5. IP’(T24):1—IP’(T:3):1—§:§.
6. Par indépendance des v.a. 17, T5 et T, nous avons pour tout u € [—1, 1],

2 1 3
2 ! 2
gr(u) = E[u”] = B [Eu|E[u”] = u x —35— x —i— = &

1—2u" 1-1tu (3-2u)3-u)

7. Nous pouvons généraliser le probleme et les résultats des questions 1 et 2 au cas de n fig-
urines, donc T =Ty + ... T, ou T}, ~ G(“=E) pour k = 1,..., n. Alors

BT =Y ET] =Y — n<1+1+...1).

= kzln—k—l—l: 2 n

Exercice III (7 points)

Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de parametre A > 0.

=
+ 11

1. Calculer E
alculer [X

Soient P = P({X est pair}), et I = P({X est impair}).
2. Montrer que P — I = ¢~2*, En déduire les valeurs de P et de I.

Onpose Y = f(X), ou f : N — N est une fonction définie comme suit

r)=4qT . .
/(@) — sl x estpair et non nul.

{O si x estimpair ou nul,
2



3. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y.

Solution Exercice I11:

1.
2.
L

Nous avons que P + I = 1 car il s’agit d’une loi de probabilité, alors

1+4e 2 1 —e 22
2 € 2

3. Lav.a. Y esta valeurs dans N, mais nous devons distinguer deux cas

1 — €—2>\

P(Y =0) = P(X =0) + P({X estimpair}) = e + 1 = e + 5
et pour tout k € N*,

. )\Qk
(2k)!"

=~
h<
I

N
I

P(X =2k)=e



